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APRESENTACAO

Este Manual Didatico foi elaborado pelos professores Mariana Moran, Valdete dos Santos
Coqueiro e Valdir Alves e pelas académicas Karina Dezilio e Suzana Domingues da Silva, do
Colegiado de Matematica da UNESPAR -Campus de Campo Mourao.

Com ele, temos por objetivo oferecer subsidios praticos, tedricos e metodoldgicos
a professores da Educacdo Basica a respeito do uso e da exploragcao de alguns dos materiais
didaticos que compdem o Laboratério de Matematica, implantado em algumas escolas técnicas
e profissionalizantes, disponibilizado pelo Programa Brasil Profissionalizado, criado em 2007,
pelo Governo Federal. Tal necessidade surgiu devido ao contato de alguns professores de um
Colégio Estadual de Campo Mourao com professores do Colegiado de Matematica da UNESPAR,
solicitando o auxilio no uso dos materiais, ja que o Laboratério havia sido implantado na escola
e nao estava sendo usado devido a falta de conhecimento. Sendo assim, os autores desse
trabalho se dedicaram a estudar cada material e investigar a melhor forma de aproveitamento
destes, de modo a oferecer uma capacitacdo para professores de Matematica da Educacao Basica
preparando-os para explorar os materiais em sala de aula, a fim de proporcionar a construcao de
conhecimentos matematicos com seus alunos. Dessa investigacao, surgiu a ideia de confeccionar
este manual didatico em trabalho conjunto com académicas do curso de Matematica, no decorrer
do desenvolvimento de uma Pesquisa de Iniciacao Cientifica - PIC, na UNESPAR, em Campo
Mourao.

O Manual Didatico elaborado aborda explicagdes dos seguintes materiais que compdem
o Laboratorio de Matematica: Kit de Probabilidade, Torre de Handi, Kit Teorema de Pitagoras, Kit
Relacdes Métricas no Triangulo Retangulo, Kit Produtos Notaveis e Teodolito Otico. Tal manual
é composto por um roteiro seguindo as seguintes diretrizes para cada material didatico:
apresentacao do material; descricao; objetivos; conteudos estruturantes; conteldos basicos;
ano e nivel sugeridos; cuidados necessarios; desenvolvimento da atividade; potencialidades e
limitagoes.

Espera-se que este material possa auxiliar os professores e futuros professores com
relacdo ao uso dos materiais didaticos do Laboratério de Matematica, bem como contribuir com
0s processos de ensino e aprendizagem dos alunos. Também espera-se que o manual possa servir
de apoio para escolas que nao possuem o Laboratério, uma vez que serdo sugeridas formas de
construcao de alguns dos materiais.

Esse trabalho contou com as correc¢des e a leitura minuciosa do professor Fabio Alexandre
Borges, professor do Colegiado de Matematica da Universidade Estadual do Parand Campus de
Campo Mourao.
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Capitulo 1

1.1 APRESENTACAO

Figura 1.1: Kit de Probabilidade
Fonte: Autores

A palavra probabilidade deriva do
latim probare, que significa testar, provar.
Ela é utilizada em circunstancias nas quais
nao temos a certeza de que algo ird ocorrer
e sao associadas chances a cada ocorréncia
possivel. Para tanto, trabalharemos com

1.2 DESCRICAO

o Kit de Probabilidade do Laboratério de
Matematica como meio de resolver tais
fendbmenos aleatérios. Da mesma forma,
apontaremos outros conteudos, tal como
a Analise Combinatéria, e que podem ser
trabalhados por meio deste material.

O Kit de Probabilidade contém:

40 bolas numeradas de 1 a 40.

conjunto verde; 1 conjunto amarelo.

10

40 bolas coloridas: 20 bolas vermelhas; 15 bolas verdes; 5 bolas azuis e uma branca.

4 conjuntos de fichas numeradas de 1 a 10: 1 conjunto vermelho; 1 conjunto azul;

10 dados: 2 cubos; 2 tetraedro; 2 trapezéide pentagonal, 2 dodecaedro; 2 icosaedro.
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Tetraedro é um sélido que possui quatro faces, das
quais cada face tem trés nimeros de 1 a 3, onde a

Tetraedro ) .. N D
leitura é feita de acordo com os trés lados visiveis, do
nUmero na posicao vertical.
Cubo Um cubo é uma dado comum, contendo seis faces

numeradas de 1 a 6.

Dodecaedro é um dado de doze faces, numeradas de 1
Dodecaedro a 12 e sua leitura é feita de acordo com a face que esta
voltada para cima.

Trapezodide pentagonal contém dez faces, geralmente
de zero a nove, sua leitura é feita de acordo com a face
gue esta voltada para cima.

Trapezéide
Pentagonal

Icosaedro contém vinte faces numeradas de 1 a 20
Icosaedro e sua leitura é feita de acordo com a face que esta
voltada para cima.

Tabela 1.1: Tabela dos dados
Fonte: Autores

. Duas moedas (cara e coroa).

. . Q o Doze moedas: Duas de R$ 1,00;
Duas de R$ 0,50; Duas de R$ 0,25; Duas
Figura 1.2: Mosdas de R$ 0,10; Duas de R$ 0,05; Duas de R$

Fonte: Autores 0,0 1 .

o 6 roletas: 4 coloridas
(uma com 8 divisdes iguais,
numeradas de 1 a 8, uma com s
6 divisdes iguais, uma com 4

divisbes iguais e uma com 3
divisdes, sendo que duas delas Figura 1.3: Roletas coloridas
~ . . Fonte: Autores

sao iguais); 2 transparentes (uma

com 8 divisOes iguais e uma com

12 divisdes iguais). -

° 1 saco vermelho

Figura 1.4: Roletas transparentes
Fonte: Autores

11
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PROBABILIDADE

1.3 OBJETIVOS

Testar e validar os conteldos basicos de Probabilidade e Analise Combinatoria.

1.4 CONTEUDO ESTRUTURANTE

Tratamento da Informacao.

1.5 CONTEUDOS BASICOS

Estudos e Nocdes de Probabilidade e Anadlise Combinatéria.

1.6 NIVEL DE ENSINO SUGERIDO

A partir do 9° ano.

1.7 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

Em todas as tarefas, para verificar que o resultado da probabilidade ou combinacao
aconteca, deve-se fazer o teste varias vezes, pois quanto maior o niumero de testes, maior
sera a aproximacao do resultado esperado. Para isso, sugerimos: que o professor divide a
sala em pequenos grupos, peca para fazerem uma mesma quantidade de teste e anotarem
a resposta a cada jogada; ao terminar os testes, o professor se dirige até a lousa, anota os
resultados de cada grupo e faz uma média aritmética dos resultados. A resposta dessa média
serd o resultado esperado ou chegara muito préoximo dele.

Também aconselhamos que este material seja utilizado para introduzir o contetdo de
Probabilidade e Analise Combinatéria. Seguem algumas sugestoes de atividades para serem
desenvolvidas. Observamos que tal resolucao é uma formalizacdo das ideias obtidas por meio
das tentativas com o material Kit de Probabilidade.

PROBABILIDADE

Atividade 1: Em um saco ha 40 bolinhas numeradas de 1 a 40. Qual a probabilidade
de sair um numero impar.

Solucao: Neste exercicio, os alunos devera repor as bolinhas no saco.

O espaco amostral é o conjunto Q ={1, 2, 3,4, 5, 6,..., 40}, o conjunto dos elementos
impares ¢ A={1,3,5,7,9, 11,..., 39} e n(QQ) e n(A) sdo suas respectivas cardinalidades dos
conjuntos Q) e A. Queremos saber a probabilidade do evento A ocorrer. Logo a probabilidade

n(A) 20 1

de sair um numero impar é P(A) = ——= == =-.
n(f) 40 2

12
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Atividade 2: Num saco ha 5 moedas: 1 de um real, 1 de cinquenta centavos, 1 de
vinte e cinco centavos, 1 de dez centavos e 1 de cinco centavos. Uma moeda é escolhida ao
acaso, ache a probabilidade de que:

a) Ela ndo seja de um real;

Solucao: Neste exercicio, os alunos deverao repor as moedas no saco.

O espaco amostral é o conjunto QO ={1;0,5;0,25; 0,1; 0,05}, o conjunto dos elementos
das moedas que ndo é de umreal é A ={0,5; 0,25; 0,1; 0,05} e n(QQ) e n(A) sdo suas respectivas
cardinalidades dos conjuntos QO e A. Queremos saber P(A), ou seja, a probabilidade do(gven;co

n

A ocorrer. Logo a probabilidade de sair uma moeda que nao seja de um real é PA = e 5

b) Ela ndo tenha um valor menor que cinquenta centavos.

Solucao:Neste exercicio, os alunos deverao repor as moedas no saco.

O espaco amostral é o conjunto Q={1;0,5;0,25;0,1; 0,05}, o conjunto dos elementos
das moedas que nao tenha um valor menor que cinquenta centavos é A={ 1; 0,5} e n(Q) e n(A)
sao suas respectivas cardinalidades dos conjuntos O e A. Queremos saber P(A), ou seja, a
probabilidade do evento A ocorrer. Logo a probabilidade de que, ao retirar a moeda do saco,
nao seja menor que cinquenta centavos é P(4) = % = % .

Atividade 3: Um dado de doze faces (dodecaedro) é lancado. Pergunta-se a
probabilidade dos eventos abaixo acorrerem:

a) Sair um nimero par.

Solucao: O espaco amostral é o conjunto Q={ 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},
o conjunto dos elementos pares é A={ 2, 4, 6, 8, 10, 12} e n(QQ) e n(A) sdo suas respectivas
cardinalidades dos conjuntos QO e A. Queremos saber P(A), ou seja, a probabilidade do evento
A ocorrer. Logo a probabilidade de sair um nimero par € P(4) = % = % = %

b) Sair um nimero menor que 9.

Solucao: O espaco amostral é o conjunto Q={ 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

o conjunto dos elementos menores que 9 é A={ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} e n(Q) e n(A) sdo suas

respectivas cardinalidades dos conjuntos Q) e A. Queremos saber P(A), ou seja, a probabilidade
do evento A ocorrer. Logo a probabilidade de sair um nimero menor que nove é

nA) _ 8 _ 2

Atividade 4: Observe a roleta da Figura 1.5.
O ponteiro gira podendo parar em qualquer cor.

Figura 1.5: Roleta colorida
Fonte: Autores

13
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PROBABILIDADE

a) Qual a probabilidade de sair a cor verde?

Solucao: Podemos observar que a cor amarela, equivale a metade da roleta, e as
cores verde e vermelho corresponde a um quarto. Assim, o espaco amostral é o conjunto
Q={verde, vermelho, amarelo, amarelo}, o conjunto da cor verde é VV={verde} e n(Q) e n(V)
sao suas respectivas cardinalidades dos conjuntos Q e A. Queremos saber P(V). Portanto a
probabilidade de sair a cor verde é pv) = % :

b) Qual a probabilidade de sair a cor amarela?

Solucao: Podemos observar que a cor amarela, equivale a metade da roleta, e as
cores verde e vermelho corresponde a um quarto. Assim, o espaco amostral é o conjunto
Q={verde, vermelho, amarelo, amarelo}, o conjunto da cor amarelo é A={amarelo, amarelo} e

n(Q) e n(A) sdo suas respectivas cardinalidades dos conjuntos Q) e A. Queremos saber P(A).
Portanto a probabilidade de sair a cor amarelo é p(a) = % 2= %

c) Qual a probabilidade de sair a cor vermelho?

Solucao: Podemos observar que a cor amarela, equivale a metade da roleta, e as
cores verde e vermelho corresponde a um quarto. Assim, o espaco amostral é o conjunto
Q={verde, vermelho, amarelo, amarelo}, o conjunto da cor vermelha é B={vermelho} e n(Q)) e
n(B) sao suas respectivas cardinalidades dos conjuntos Q e B. Queremos saber P(B). Portanto
a probabilidade de sair a cor vermelho p(B) = % = i,

Atividade 5: Duas moedas sdo lancadas simultaneamente. Qual a probabilidade de
sairem exatamente duas caras?

Solucao: C = cara; K = coroa.
O espaco amostral é o conjunto Q ={(C,C),(C,K),(K.C),(K K)}, o conjunto das moedas
serem exatamente duas caras é A={(C,C)} e n(QQ) e n(A) sdo suas respectivas cardinalidades dos
conjuntos Q) e A. Queremos saber P(A), ou seja, a probabilidade do evento A ocorrer. Logo a
probabilidade de sair exatamente duas caras é P(4) = :Eg =1
Atividade 6: Considere uma roleta com oito divisdes iguais, numeradas de 1 a 8, e um
saco contendo sete bolinhas vermelhas e trés bolinhas verdes.

a) Qual a probabilidade de sair um ndimero par?

Solucao: O espaco amostral é o conjunto Q={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, o conjunto dos
elementos pares naroleta é A={2, 4, 6, 8} e n(Q)) e n(A) sdo suas respectivas cardinalidades dos
conjuntos Q e A. Queremos saber P(A), ou seja, a probabilidade do evento A ocorrer. Logo a

n(4) _ 1

probabilidade de sair um numero par é P(4) = " "5 2

14
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b) Qual a probabilidade de sair uma bolinha verde?

Solucao: Neste exercicio, os alunos terd que repor as bolinhas no saco.

O espaco amostral é o conjunto O={1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 10}, o conjunto das bolinhas
verdes é B={1, 2, 3} e n(Q)) e n(B) sdo suas respectivas cardinalidades dos conjuntos QO e B.
Queremos saber P(B), ou seja, a probabilidade do evento B ocorrer. Logo a probabilidade de

. . z _ ﬂ(B) _ 3

sair uma bolinha verde é p(B) = @ =10

c) Para ganhar um prémio o jogador terd que, além de rodar a roleta e cair em um
numero par, tirar uma bolinha verde. Deste modo, qual a probabilidade do jogador ganhar um
prémio?

Solucao: O evento A é dado pela probalilidade de sair um nimero par, descrito no
item (a), sendo P(A)=1/2. O evento B é dado pela probabilidade de sair uma bolinha verde,
descrito no item (b), sendo P(B) = 13—0

Por fim, a probabilidade de o jogador ganhar um prémio é

P(AnB):P(A)xP(B):%x%:—.

Atividade 7: Num saco ha cartdoes numerados de 1 a 5. Retirando-se dois cartoes,
sucessivamente, sem reposicdo, determine a probabilidade de que dois niumeros retirados
sejam impares.

Solucdo: O espaco amostral é o conjunto Q={1, 2, 3, 4, 5}, o conjunto dos nimeros
impares é A={1, 3, 5} e n(Q) e n(A) sdo suas respectivas cardinalidades dos conjuntos Q e A.
Queremos saber P(A), em duas retiradas sem reposicoes. Na primeira retirada a probabilidade
de sair um nimero impar é P(4) = :Efg =

A segunda retirada é condicionada a primeira assim restaram dois cartoes impares,

nB) _ 1

de quatro cartées. Logo a probabilidade P(B) = o5 = 7= 3
Logo a probabilidade de sair dois cartdes impares é a interseccao entre dois eventos,

ouseja, P (AnB) = P(A) x P(B) =2 x5 =—
Atividade 8: Sabendo que em um saco contém 40 bolas numeradas de 1 a 40, qual é
a probabilidade de que em 3 retiradas, sem reposicao, sejam de numero par?

Solucdo: O espaco amostral é o conjunto QO={1, 2, 3, 4, 5, 6,..., 40}, o conjunto dos
elementos pares € A={2, 4, 6, 8, 10, 12,..., 40} e n(QQ) e n(A) sdo suas respectivas cardinalidades
dos conjuntos QO e A. Queremos saber P(A) em trés retiradas sem reposicdo. Na primeira

retirada a probabilidade de sair um namero par é

PA) =" =22

n@Q 40 2
A segunda retirada é condicionada a primeira, assim restaram 19 bolas pares de 39.

Logo a probabilidade de sair um nimero par na segunda retirada é

n(B)
( ) n() T 39

15




KIT DE Capitulo 1 v
PROBABILIDADE

A terceira retirada é condicionada a segunda, assim restaram 18 bolas pares de 38.
Logo a probabilidade de sair um numero par na terceira retirada é
n€) _ 18 _ 9

PO =10 "%~ 1

Por fim, a probabilidade de que em 3 retiradas, sem reposicao, sejam de niumero par,
sera a interseccao entre os eventos ocorridos em cada retirada, ou seja, a probabilidade do
evento A sair, inter a probabilidade do evento B sair, inter a probabilidade do evento C.

Logo a probbilidade de sair trés bolas pares é

P(ANBNC)=P(A) x P(B) X P(C) = 3 X T X == >

ANALISE COMBINATORIA

Atividade 1: Uma moeda tem duas faces: cara (K) e coroa (C). Lanca-se uma moeda
trés vezes seguidas e observa-se qual face ficou voltada para cima. Quantos e quais sao os
resultados possiveis?

Solucgao: O espaco amostral é o conjunto
Q={(C,C,0),(C,CK),(C,K.CO),(C,KK),(KKK),KKC),KCC),LKCC)} sendo assim, ha 8
possiveis resultados.

Atividade 2: Tenho trés moedas, uma de um real, uma de cinquenta centavos e uma
de vinte e cinco centavos, como mostra a Figura 1.6. De quantas maneiras essas moedas
podem ser dispostas?

Figura 1.6: Moedas coloridas
Fonte: Autores

Solucao: As moedas podem ser disposta 3! = 3x2x1 = 6.

Atividade 3: Um saco contém 4 bolas verdes e 3 bolas azuis. Quantas sdo as maneiras
de retirar:

a) 2 bolas?

Solucao: Sao 7 bolas ao total, e queremos saber de quantas maneiras diferentes
. ope ’ ! . ~
podemos retirar 2 bolas do saco. Utilizando a formula €, = , temos a combinacao

71 , . . »= p!(n;p)!
= 2'(7;” =21 . Portanto ha 21 maneiras diferentes.

C7,2

b) 1 bola azul e 3 verdes?

Solugao: Temos 3 bolas azuis e queremos retirar 1 bola azul de modo a combinar com
a retirada de 3 bolas verdes, das quais temos 4 ao total. Utilizando a férmula

n! 3! 41
temos C5, = T 3eCy3 = m:4'

16
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Portanto ha C;; x €43 = 12 maneiras.

1.8 POTENCIALIDADES

Por meio desse material podem ser trabalhados contelidos de Probabilidade como:
Probabilidade de um evento em um espaco amostral finito, Probabilidade com reunido e
interseccao de eventos, Probabilidade condicional e experimentos nao equiprovaveis. Os
conteudos de Andlise Combinatdria que podem ser trabalhados sdo: contagem, combinacoes
simples e permutacoes.

1.9 LIMITACOES

Nos exercicios que utilizam as roletas, além da influéncia do atrito, ha possibilidade que
a roleta vicie devido a forca aplicada sobre ela. Outra limitacdo a ser destacada, é em relacao
aos exercicios que utilizam moedas, pois, por serem de tamanhos diferentes, provavelmente
o aluno podera manipular as jogadas, pegando a moeda conveniente para o exercicio que lhe
foi estipulado, mesmo que estas estejam ocultas visualmente.

Como foi dito anteriormente, para verificar que o resultado de tal Probabilidade ou
Combinacao aconteca, deve-se fazer o teste varias vezes até se aproximar de uma conclusao
confidvel.

17
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HANOI

2.1 APRESENTAGAO

Figura 2.1: Torre de Hanoi
Fonte: Autores

A Torre de Handéi é um quebra-
cabeca constituido por uma base contendo
trés hastes e discos de didmetros diferentes
com uma perfuracao no centro de cada disco.
O objetivo desse jogo é transferir todos os
discos de uma haste para outra, sendo que
s6 é permitido movimentar um disco de cada
vez e de modo a nao colocar um disco maior
sobre um disco menor. Vence o jogo quem
conseguir transportar todos os discos de
uma haste para outra no menor nimero de
movimentos possivel.

Segundo Manoel (s/d), a Torre de
Handi, também conhecida por torre de
bramanismo ou quebra-cabecas do fim do
mundo, foi criado pelo matematico francés
Edouard Lucas e vendido como brinquedo
em 1983. Para criar esse brinquedo, Lucas
tomou como base a antiga lenda Hindu,
a qual falava de um templo em Benares,
cidade santa da india, onde existia uma
torre sagrada do bramanismo, cuja funcao
era melhorar a disciplina mental dos jovens
monges. De acordo com a lenda, no grande

18

templo de Benares, debaixo da cupula que
marca o centro do mundo, hd uma placa de
bronze sobre a qual estdo fixadas trés hastes
de diamante. Em uma dessas hastes, o deus
Brama, no momento da criacido do mundo,
colocou 64 discos de ouro puro. E assim
disse aos monges para transferirem a pilha de
discos de uma haste para outra, movendo um
disco de cada vez e nunca permitindo que um
disco maior fique acima de um menor. Assim,
guando os monges terminassem o trabalho, o
templo seria transformado em p6 e o mundo
acabaria.

A quantidade minima de movimentos
para transferir todos os discos de uma haste
para outra pode ser escrito por meio da
seguinte relacdo: M, =2"-1, em que M
€ o numero de movimentos e n é o nimero
de discos, ou seja, existe uma relacao de
dependéncia entre o numero minimo de
movimentos e o total de hastes disponiveis.
A demonstracao por inducao finita para esta
relacdo pode ser encontrada em Watanabe
(1986).
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Tal relacdo também pode ser obtida por meio de uma Progressaio Geométrica.

Observe que a PG €2"tipo . Assim, a sequéncia de nimeros somados forma a PG é: (1,
2,4,8,16,32,64,..)dg = 2) a =12 . Logo, a quantidade minima de movimentos é
igual a soma dos termos dessa PG. Dessa forma, temos que:
Sp=a !
n = a1 q- 1
¢ 2t
nTt2-1
Sp= 2"-1

2.2 DESCRICAO

O material didatico Torre de Handi é constituido com uma base contendo trés hastes
e dez discos de didmetros diferentes.

2.3 OBJETIVOS

Desenvolver o raciocinio légico e indutivo dos jogadores a partir de estratégias
tomadas por cada um, bem como auxilid-los na atribuicdo de significado para a funcao
exponencial.

2.4 CONTEUDOS ESTRUTURANTES

No Ensino Fundamental os contetidos estruturantes sio Numeros e Algebra. No
Ensino Médio pode-se explorar o contetdo de Funcoes.

2.5 CONTEUDOS BASICOS

Potenciacdo no Ensino Fundamental, Funcdes e Progressdao Geométrica no Ensino
Médio.

2.6 NiVEL DE ENSINO SUGERIDO

Todos os anos escolares da Educacao Basica, desde que se respeite as limitacdes para
cada nivel.

2.7 DESENVOLVIMENTO DE ATIVIDADE

Seguem algumas estratégias sugeridas por Manoel (s/d) para auxiliar o professor no
desenvolvimento de atividades a serem realizadas com a Torre de Handi:

Primeiro comece falando para os alunos quem foi o criador do jogo e a respeito da
lenda indiana sobre a torre.

Deixe os alunos em contato com o material para que se familiarizem com as pecas, e
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brinquem livremente.
Introduza as regras do jogo para os alunos.

Atividade 1: Jogar com apenas 1 disco, 2 discos e aumentar o nimero de discos até
5 e anotar a quantidade de movimentos que vocé realizou na Tabela 2.1.

Numero de discos Quantidade de movimentos

an|IhlwWIN]|R-

Tabela 2.1: Quantidade de movimentos
Fonte: Autores

Assim que terminarem de preencher a Tabela 2.1, questione os alunos sobre
a quantidade de movimentos que eles realizaram, afim de verificar se todos realizaram a
mesma quantidade de movimentos. Questione se a quantidade de movimentos no qual eles
realizaram € a minima e caso nao seja, peca que ele investigue e descubra a melhor forma de
movimentar os discos e conseguir o numero minimo de movimentos e anote seus resultados
na Tabela 2.2.

Atividade 2: O objetivo do jogo Torre da Hanéi é movimentar os discos de uma haste
para a outra utilizando o menor niumero possivel de movimentos. Jogue novamente e tente
encontrar essa quantidade minima.

Numero de discos Quantidade minima de movimentos

an|IbhlwIN]|F

Tabela 2.2: Quantidade minima de movimentos
Fonte: Autores

Apobs eles preencheram a Tabela 2.2, faca o seguinte questionamento: que estratégia
vocé utilizou para obter o numero minimo de movimentos dos discos?
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Atividade 3: Sabendo a quantidade minima de movimentos para o nimero de
discos um, dois, trés, quatro e cinco, sem utilizar o material, encontre o nimero minimo de
movimentos para seis, sete e oito discos. Qual procedimento vocé utilizou para encontrar?
Anote todo o procedimento utilizado e os resultados na Tabela 2.3.

Numero de discos Quantidade minima de movimentos

O |IN || DWW IN |-

Tabela 2.3: Quantidade minima de movimentos
Fonte: Autores

Atividade 4: A cada disco que é acrescentado, em quanto esta aumentando o nimero
de movimentos?

Atividade 5: Tente encontrar um modelo matematico que expresse essa quantidade
minima de movimentos conforme o nimero de discos.

2.8 POTENCIALIDADES

ATorre de Handi pode ser trabalhada em todos os anos escolares da Educacao Basica,
desde que se respeite os objetivos de cada nivel. Na Pré-Escola, pode ser trabalhada da
seguinte forma: separar as cores e tamanhos dos discos, em ordem crescente e decrescente,
propiciando o desenvolvimento da coordenacdo motora e a identificacdo das formas. Ja no
Ensino Fundamental I, propicia ao aluno compreender as Poténcias de base 2, o processo
de construcao da linguagem matematica, o conceito de varidveis e o reconhecimento das
poténcias como multiplicacdo de mesmo fator e a Radiciacdo como sua operacao inversa. No
Ensino Médio, proporciona ao aluno o entendimento do conceito de Sequéncia Numérica,
Progressao Geométrica e Funcdes Exponenciais. Além desses conceitos matematicos, a Torre
de Handi pode desenvolver o raciocinio légico, indutivo e cognitivo dos jogadores a partir de
estratégias tomadas por eles.

2.9 LIMITACOES

Na utilizacdo da Torre de Handi, uma limitacao é que a quantidade de discos a serem
utilizadas é limitada. Sendo assim, ao explorar o material, o aluno tera acesso a um ndmero
maximo de discos necessitando fazer uma generalizacdo para que obtenha a quantidade
minima de movimentos quando o numero de discos for maior do que o disponivel.
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KIT TEOREMA DE

Capitulo 3 /77

PITAGORAS

Figura 3.1: Kit Teorema de Pitagoras 1
Fonte: Autores

&
[
»

3.1 APRESENTACAO

Figura 3.2: Kit Teorema de Pitdgoras 2
Fonte: Autores

O Teorema de Pitagoras é uma
relacdo matematica entre os comprimentos
dos lados de qualquer tridngulo retangulo. Na
Geometria Euclidiana, o teorema afirma que:
“Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado
do comprimento da hipotenusa é igual a
soma dos quadrados dos comprimentos dos
catetos”.

Foi por meio do Teorema de Pitagoras
gue os conceitos e as definicdes de Numeros
Irracionais comecaram a ser introduzidos na
Matematica. O primeiro irracional a surgir
foi V2, que apareceu ao ser calculada a

3.2 DESCRICAO

hipotenusa de um triangulo retangulo com
catetos medindo 1.

Segundo Kaleff, Rei e Garcia
(1997), geralmente o Teorema de Pitagoras
é apresentado aos alunos de uma maneira
dedutiva. Porém, essa forma de abordar esse
assunto pode trazer dificuldades aos alunos
em acompanhar tal abordagem. Dessa
forma, apresentaremos uma abordagem
mais intuitiva, por meio de quebra-cabecas
gue permitem a visualizacdo das situacoes
geométricas que envolvem esse teorema.

O Kit Teorema de Pitdgoras 1 é composto por 26 pecas/figuras geométricas dos

seguintes tipos:
° 25 quadrados;
o 1 tridngulo retangulo.

O Kit Teorema de Pitagoras 2 € composto por 6 pecas/figuras geométricas dos

seguintes tipos:
° 4 quadrilateros;
o 1 triangulo retangulo;
o 1 quadrado.

3.3 OBJETIVOS

Proporcionar a visualizacdo e a compreensdao da demonstracido do Teorema de

Pitagoras.
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3.4 CONTEUDOS ESTRUTURANTES

Numeros, Algebra e Geometria.

3.5 CONTEUDOS BASICO

Teorema de Pitagoras.

3.6 NIVEL DE ENSINO SUGERIDO

9° ano.

3.7 COMO CONSTRUIR

O Kit Teorema de Pitagoras do Laboratério do Programa Brasil Profissionalizado é
feito em EVA. desse modo, € possivel que seja confeccionado facilmente e com baixo custo.
As medidas de confeccao ficam a critério do professor.

CONFECCAO DO KIT TEOREMA DE PITAGORAS 1

Construa primeiramente um triangulo retangulo de lados 18 cm, 24 cm e 30 cm.
Sobre os catetos do tridngulo, construa quadrados dividindo-os em quadradinhos de 6 cm de
lado e depois recorte-os.

24m 30am

6cm 6cm

Figura 3.4: Material confeccionado 1
Fonte: Autores

18cm

Figura 3.3: Material confeccionado 1
Fonte: Autores

CONFECCAO DO KIT TEOREMA DE PITAGORAS 2!

Sobre uma folha de EVA, desenhe A
um tridangulo retangulo e indique os vértices
desse triangulo por letras A, B e C, de maneira
gue BC represente a hipotenusa. Podemos
considerar as mesmas medidas do triangulo
retdngulo do material confeccionado 1, ou
seja, hipotenusa medindo 30 cm e os catetos
medindo 18 cm e 24 cm, respectivamente.

Figura 3.5: Material confeccionado 2
Fonte: Autores
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A seguir, sobre os catetos do tridngulo desenhe quadrados, de modo a obter os
quadrados ACDE e ABGF.

g
-
o
Figura 3.6: Material confeccionado 2
B c

Fonte: Autores

Desenhe as duas diagonais do quadrado ACDE e indique por O o ponto de interseccao

dessas diagonais.
3
:
o
Figura 3.7: Material confeccionado 2
Fonte: Autores
B c

Desenhe uma reta K, perpendicular a hipotenusa e passando por O.
Por O desenhe uma reta J, perpendicular a K. Note que a reta J é paralela a hipotenusa.

Figura 3.8: Material confeccionado 2
r Fonte: Autores, baseada em Kaleff et al (1997, p. 58)

-
o
5 ;m
o
o

Observe também que asretas J e Kdividem o quadrado ACDE em quatro quadrilateros
de mesma forma e de mesmo tamanho.

E
F
/ o
Figura 3.9: Material confeccionado 2
¥ Fonte: Autores

[+

Q

Recorte o quadrado ABGF e as quatro partes que formam o quadrado ACDE.
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Essas cinco pecas cortadas formam o quebra-cabeca.

Q \ / Figura 3.10: Material confeccionado 2

Fonte: Autores

Observacao: Se o tridngulo retangulo construido for escaleno, as pecas resultantes
da divisao do quadrado ACDE tém a forma de um quadrilatero, mas se o tridngulo retangulo
for isésceles, entdo as pecas sao triangulares, pois as diagonais desse quadrado coincidem
com as retas J e K.

5 2 Figura 3.11: Material confeccionado 2
Fonte: Autores, baseada em Kaleff, Rei e Garcia (1997, p. 57-8)

3.8 DESENVOLVIMENTO DE ATIVIDADE

Sugestoes de atividades para o Kit Teorema de Pitagoras 1
Recomendamos que o professor deixe o Kit Teorema de Pitagoras de posse do aluno
para que ele possa se familiarizar com o material e, em seguida, o professor podera encaminhar

a atividade 1.

Atividade 1: Mostre que a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa.

a) Com os quadradinhos, forme dois quadrados sobre os catetos do tridngulo
retangulo.

b) Quantos quadradinhos ha em cada um dos quadrados formados sobre os catetos?

c) Depois, com todos os quadradinhos, forme um quadrado na hipotenusa do tridngulo
retangulo.

d) Quantos quadradinhos ha no quadrado formado sobre a hipotenusa?

e) Qual a relacido entre o nimero de quadradinhos do quadrado da hipotenusa e os
quadrados dos catetos?
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Figura 3.12: Teorema de Pitigoras
Fonte: Autores

Figura 3.13: Teorema de Pitagoras
Fonte: Autores

Conclusao

Observe que o quadrado construido na hipotenusa tem 5 x 5 = 25 quadradinhos.
Logo, conclui-se que a area do quadrado maior é igual a 25 quadradinhos. Analogamente,
conclui-se que as areas dos quadrados pequeno e médio é igual a 9 e 16 quadradinhos
respectivamente. Portanto, 25 = 9 + 16, ou seja, a area do quadrado maior é igual a3 soma dos
guadrados médio e pequeno.

Sugestoes de atividade para o Kit Teorema de Pitagoras 2

Atividade 2: Mostre que a soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da
hipotenusa.

a) Com as cinco pecas, forme dois quadrados sobre os catetos respectivamente.

b) Com as cinco pecas, formar uma figura quadrada sobre a hipotenusa, afim de o
aluno entender a ideia geométrica sobre a relacao de Pitagoras.

Figura 3.14: Teorema de Pitagoras
Fonte: Autores

Solucao: Para mostrar que o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos, com os cinco quadriladteros, formamos dois quadrados sobre os catetos (Figura
3.14). E com as mesmas figuras geométricas, formamos um quadrado sobre a hipotenusa do
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triangulo retangulo, como podemos ver na Figura 3.15. Desta forma, conseguimos mostrar
que a’ = b* + c%

Figura 3.15: Teorema de Pitdgoras
Fonte: Autores

3.9 POTENCIALIDADE

Por meio desse material é possivel proporcionar a visualizacao e o entendimento de,
pelo menos, duas das demonstracées do Teorema de Pitagoras, conseguindo compreender o
significado de que a® = b? + ¢?, gerando facilidade em exercicios mais abstratos e da realidade.
Além, de proporcionar o trabalho com elementos geométricos, tais como: angulo reto, retas
perpendiculares, tridngulos retangulos, quadrados.

3.10 LIMITAGCOES

Como limitacao, é possivel citar o fato de que o material manipulavel que representa
a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras, na maioria das vezes, é aplicado somente com
Numeros Naturais em sala de aula. Tal fato dificulta no momento em que a necessidade de sua
aplicacao se faz diante de Numeros Decimais, por exemplo, algo muito comum em situacoes
cotidianas. O professor deve ficar atento a esse detalhe.
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Figura 4.1: Kit Relagdes Métricas no Tridngulo Retangulo
Fonte: Autores

4.1 APRESENTACAO

Chamamos relacoes métricas no triangulo retangulo as relacoes existentes entre
os seus diversos segmentos. Assim, para um tridngulo retangulo, podemos estabelecer as
seguintes relacoes entre as medidas de seus elementos:

a’=b*+c? ah=bc h?=mn c*=an b*=a m

Desta forma, o material didatico Kit Relacdes Métricas no Triangulo Retangulo tem
como objetivo desenvolver a visualizacdo e a compreensiao da origem das propriedades
geométricas.

4.2 DESCRICAO

O Laboratério de Matematica possui o material Kit Relacbes Métricas no Triangulo
Retangulo em duas espécies: o material do professor e o material do aluno. O material do
professor é ilustrado na Figura 4.1, é feito de plastico, com imas em seus vértices, para serem
utilizados nas lousas magnéticas disponibilizadas pelo Programa Federal. J4 o material do
aluno é feito de EVA. Os dois materiais tem as seguintes pecas:

e 2 triangulos retangulos de catetos b, ¢ e hipotenusa g;

e 2 triangulos retangulos de catetos h, m e hipotenusa b;

e 2 tridngulos retangulos de catetos h, n e hipotenusa c;

e 1 quadrado de lado g;

e 1 quadrado de lado b;

e 1 quadrado de lado c;

e 1 quadrado de lado h;
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e 1 quadrado de lado m;

e 1 quadrado de lado n;

e 1 retangulo de lados a e n;
e 1 retangulo de lados a e m;
e 1 retangulo de lados m e n;
e 1 retangulo de lados a e h;
e 1 retangulo de lados b e c.

4.3 OBJETIVOS

Desenvolver a visualizacdo e a compreensao das propriedades geométricas que
geram as Relacdes Métricas no Tridngulo Retangulo.

4.4 CONTEUDOS ESTRUTURANTES

Grandezas e Medidas.

4.5 CONTEUDO BASICO

Relacoes Métricas no Tridngulo Retangulo.

4.6 ANO E NiVEL SUGERIDO

9° ano.

4.7 COMO CONSTRUIR

Além deste material fazer parte do Laboratério de Matematica do Programa Brasil
Profissionalizado, ele pode ser confeccionado utilizando-se diversos materiais. Neste trabalho
optamos por construi-lo em EVA. Utilizamos 3 folhas de EVA cor amarela (opcional), tesoura,
e caneta permanente. Para tal confeccdo, Lamas e Mauri (s/d) sugerem as seguintes medidas:

a=15cm, b=12cm, c=9cm, h=7,2cm, m=9,6 cm, n=5,4 cm

Construa 6 quadrados de lados: a, b, ¢, h, m e n,
e 5 retangulos de lados:aen,aem,men,aeh,bec.

A construcao € realizada de acordo com o
modelo da Figura 4.2:

Figura 4.2: Kit Relages Métricas no Triangulo Retdngulo em EVA
Fonte: Autores
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Construa 2 triangulos retangulos de catetos b, ¢ e hipotenusa g, 2 tridangulos retangulos
de catetos h, m e hipotenusa b e 2 tridngulos retangulos de catetos h, n e hipotenusa c.

Figura 4.3: Tridngulos retangulos
Fonte: Autores

4.8 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

Além das atividades a seguir, o professor pode explorar com os alunos a area de cada
uma das pecas.

Temos duas formas de mostrarmos as Relacbes Métricas no Tridngulo Retangulo.
Na atividade 1 vamos demonstrar tais relacoes por semelhancas de tridngulos e nas demais
atividades serd usada o conceito de area de retangulos. As atividades a seguir foram baseadas
em Lamas e Mauri (s/d):

Atividade 1: Mostre por semelhanca de tridngulos as relacoes métricas.

A) Utilizando o tridngulo retangulo de catetos h, n e hipotenusa ¢ e o triangulo
retdngulo de catetos h, m e hipotenusa b, verifique, por semelhanca de tridngulos, que o
quadrado da altura é igual ao produto das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa, ou seja,

h?=m n.

Solucao:

L

Figura 4.4: Tridngulos retingulos

Fonte: Autores

Observando a Figura 4.4 temos:

h_n

' n’ Ouseja, h esta para m, assim como n esta para h. Deste modo, multiplicando

m e h ambos dos lados da igualdade teremos h*=m n.

b) Utilizando o tridngulo retdngulo de catetos h, n e hipotenusa c e o tridangulo retdngulo
de catetos c, b e hipotenusa a, verifique, por semelhanca de tridngulos, que o quadrado de
cateto c é igual ao produto da hipotenusa pela projecao desse cateto sobre a hipotenusa.

Desse modo, c?=a n.
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Solucao:

De acordo com a Figura 4.5, temos:
C a . , . N s .
— =, ouseja, c € proporcional an, e a é proporcional a
c. multiplicando ambos os lados por ¢ e g, teremos: c’=a n.

Figura 4.5: Triangulos retangulos

Fonte: Autores

c) Utilizando o triangulo retangulo de catetos h, m e hipotenusa b e o tridngulo
retangulo de catetos ¢, b e hipotenusa a, verifique que: b*=a m, ou seja, o quadrado do cateto
b é igual ao produto da hipotenusa pela projecdo desse cateto sobre a hipotenusa.

Solucgao:
b a . P
— =, assim, b estd para m, do mesmo modo
que a esta para b. multiplicando a e b ambos os lados da
igualdade teremos: b’=a m.
Figura 4.6: Tridngulos retangulos
Fonte: Autores

d) Utilizando o triangulo retangulo de catetos h, n e hipotenusa c e o tridngulo
retangulo de catetos ¢, b e hipotenusa a, verifique que: a h=b c, ou seja, o produto dos catetos
€ igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a hipotenusa.

Solucao:
a b . , . , .
— =7 ouseja,aé proporcionalaceb éproporcional
a h. Multiplicando os dois lados por c e h, temos: a h=b c.
Figura 4.7: Tridngulos retangulos
Fonte: Autores

e) Mostre que, em um tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma
dos quadrados dos catetos, ou seja, a’=b*+c”.
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Solucao: Para mostrarmos o Teorema de Pitadgoras, basta somarmos as relacoes,
c’=an e b’=a m, desta forma, teremos:
b*+c’=am+an
b*+c*=a(m+n)

Como m+n=a
b*+c*=a a
a*=b*+c?

ou seja, em um tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos.

Atividade 2: Mostrar que em um tridangulo retangulo o produto da hipotenusa pela
altura relativa a esta € igual ao produto dos catetos, ou seja, a h=b c.

Nesta atividade, serd necessario utilizar 1 tridngulo retangulo de catetos b, c e
hipotenusa a, 1 triangulo retangulo de catetos h, m e hipotenusa b e 1 tridngulo retangulo de
catetos h, n e hipotenusa c.

Solucdo: Na Figura 4.8, temos um retangulo de lados a e h, com area a h, ou seja,
o produto da hipotenusa pela altura relativa a esta. E na Figura 4.9, os mesmos tridngulos
utilizados na Figura 4.8 formam outra figura de area de lados b e ¢, ou seja, o produto dos
catetos. Desta forma, podemos mostrar que a h=b c.

Figura 4.8: Relagdes métricas Figura 4.9: Relagdes métricas
Fonte: Autores Fonte: Autores

Dica: Tente resolver as atividades 3, 4, 5 e 6, de modo a formar um quadrado de
lado (b+c) utilizando-se as pecas sugeridas em cada atividade e também a(s) peca(s) que
representa(m) a area do primeiro termo da igualdade. Em seguida, construa um outro quadrado
de lado (b+c) utilizando-se as pecas sugeridas em cada atividade, porém utilizando a(s) peca(s)
que representa(m) o segundo termo da igualdade.

Atividade 3: Teorema de Pitdgoras: Mostre que, em um tridngulo retangulo, o
quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos, ou seja, a’=b*+c>.

Nesta atividade, serd necessario utilizar o quadrado de lado g, o quadrado de lado b,
o quadrado de lado ¢, os 2 tridngulos retangulos de catetos b, ¢ e hipotenusa g, os 2 tridngulos
retdngulos de catetos h, m e hipotenusa b e os 2 tridngulos retangulos de catetos h, n e
hipotenusa c.
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Solucgao: Primeiro, vamos construir um quadrado de
lado (b+c), utilizando as seguintes pecas: o quadrado de lado
b, o quadrado de lado c, os 2 tridangulos retangulos de catetos
b, c e hipotenusa g, os 2 tridangulos retangulos de catetos h, m
e hipotenusa b e os 2 tridangulos retangulos de catetos h, n e
hipotenusa ¢, como mostra a Figura 4.10.

Figura 4.10: Teorema de Pitdgoras

Fonte: Autores

Agora vamos substituir os quadrados de lado c e b,
pelo quadrado de lado a, de forma que se mantém o mesmo
quadrado de lados (b+c), como mostra a Figura 4.11.

Figura 4.11: Teorema de Pitagoras
Fonte: Autores

Portanto, mostramos o Teorema de Pitagoras: a'=b"+c”.

Atividade 4: Mostrar que, em um triangulo retangulo, o quadrado da altura é igual ao
produto das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa, ou seja, h’=m n.

Nesta atividade, sera necessario utilizar o quadrado de lado b, o quadrado de lado
n, o quadrado de lado h, o retangulo de lados m e n, 2 tridngulos retangulos de catetos b, c e
hipotenusa a, 2 tridngulos retangulos de catetos h, m e hipotenusa b, 2 triangulos retangulos
de catetos h, n e hipotenusa c.

Solugdo: Primeiro, vamos construir um quadrado
de lado (b+c), utilizando o quadrado de lado b, o quadrado
de lado n, o quadrado de lado h, 2 tridngulos retangulos de
catetos b, ¢ e hipotenusa a, 2 triangulos retangulos de catetos
h, m e hipotenusa b e 2 tridngulos retangulos de catetos h, n e
hipotenusa ¢, como mostra a Figura 4.12.

Figura 4.12: Relagdes métricas

Fonte: Autores

Substituindo o quadrado de lado h pelo retangulo de
lados m e n, podemos construir outra figura, de modo que a
area da Figura 4.12 seja igual a area da Figura 4.13, cujos lados
sao (b+c).

Assim, podemos verificar que a area dos dois quadrados
das Figuras 4.12 e 4.13 nao foi alterada, portanto mostramos
que h*=m n.

Figura 4.13: Relagdes métricas
Fonte: Autores
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Atividade 5: Mostrar que, em um tridngulo retangulo, o quadrado de cateto ¢ é
igual ao produto da hipotenusa pela projecao desse cateto sobre a hipotenusa. Desse modo,
c’=an.

Para a resolucao desta atividade, sera necessario utilizar o quadrado de lado ¢, o
quadrado de lado b, o retangulo de lados a e n, 2 tridngulos retangulos de catetos b, c e
hipotenusa a, 2 tridangulos retangulos de catetos h, m e hipotenusa b, 2 triangulos retangulos

de catetos h, n e hipotenusa c.

Solugcdo: Primeiro, vamos construir um quadrado
de lados (b+c), utilizando as seguintes pecas: o quadrado
de lado ¢, o quadrado de lado b, 2 tridngulos retangulos de
catetos b, c e hipotenusa a, 2 tridangulos retangulos de catetos
h, m e hipotenusa b, 2 tridngulos retangulos de catetos h, n e
hipotenusa ¢, como mostra a Figura 4.14.

Figura 4.14: Relagdes métricas
Fonte: Autores

O quadrado de lado c é substituido pelo retangulo de
lados a e n, formando, assim, um novo quadrado de lados (b+c),
como mostra a Figura 4.15.

Figura 4.15: Relagdes métricas

Fonte: Autores

Desta forma, verifica-se que o quadrado de lado c ocupa a mesma area do retangulo
de lados a e n. Logo, c’=n a.

Atividade 6: Mostrar que, em um triangulo retangulo, o quadrado do cateto b é igual
ao produto da hipotenusa pela projecio desse cateto sobre a hipotenusa, ou seja, b*=a m.

Nesta atividade, serd necessario utilizar as seguintes pecas: o quadrado de lado b,
0 quadrado de lado c, o retangulo de lados a e m, 2 tridngulos retangulos de catetos b, c e
hipotenusa a, 2 tridngulos retangulos de catetos h, m e hipotenusa b, 2 tridngulos retangulos
de catetos h, n e hipotenusa c.

Solucgao: Para mostrarmos esta relacao, vamos construir
um quadrado de lado (b+c), utilizando o quadrado de lado b, o
quadrado de lado ¢, 2 tridngulos retangulos de catetos b, c e
hipotenusaa, 2 triangulos retangulos de catetos h,m e hipotenusa
b, 2 triangulos retangulos de catetos h, n e hipotenusa ¢, como
mostra a Figura 4.16.

Figura 4.16: Relagdes métricas

Fonte: Autores
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O quadrado de lado b é substituido pelo retangulo de lados a e m, como mostra a
Figura 4.17. Como o quadrado de lado b ocupa a mesma area que o retangulo de lados a e m,
b*=a m.

Figura 4.17: Relagdes métricas
Fonte: Autores

4.9 POTENCIALIDADES

Por meio desse material, é possivel proporcionar ao aluno a exploracdo das
propriedades que estabelecem as Relacbes Métricas no Tridngulo Retangulo. Tal exploracao
pode ser feita por meio de conceitos que envolvem semelhanca de tridngulos, area e o uso
do Teorema de Pitagoras. Normalmente, as Relacbes Métricas sao apresentadas aos alunos
sem demonstrar sua origem. A proposta ao trabalhar com esse material é oferecer aos alunos
uma possibilidade de compreensao junto as justificativas para a existéncia dessas relacoes
métricas.

4.10 LIMITAGCOES

Na confeccdo do material foram atribuidas medidas. Se o professor for construir o
material com os alunos, pode ser que eles pensem que o Teorema de Pitagoras sé é valido
para aquelas medidas.
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5.1 APRESENTACAO

Figura 5.1: Kit Produtos Notaveis
Fonte: Autores

O Kit Produtos Notaveis auxilia
para o ensino e a aprendizagem da Algebra,
pois por meio dele é possivel explorar a
compreensao de propriedades, tais como a
fatoracao e a raiz de uma equacao.

Segundo Boralho e Barbosa (2009) o
pensamento algébrico diz respeito a utilizacao
de simbolos algébricos para representar uma
situacdo matematica, aplicar procedimentos
para obter um resultado e interpretar
esse resultado. A Algebra utiliza-se de
simbolismos para sua representacao e estes
propiciam muitas facilidades em seu ensino

gue deixou de ser para poucos individuos,
para se tornar requisito para a formacao do
cidadao comum. Porém, este estudo vem
apresentando tantos fracassos que passou
a ser um elemento de exclusdo, uma vez
gue os alunos ndo conseguem compreendé-
la e acabam realizando as atividades
mecanicamente sem entender seu significado
(CASTRO, 2003 apud GUADAGNINI, 2013, p.
20). Mediante a isto, o Kit Produtos Notaveis
tem por finalidade minimizar dificuldades e
proporcionar a compreensao da algebra.

5.2 DESCRICAO

O Kit Produtos Notaveis é composto por 71 pecas/figuras geométricas dos seguintes tipos:
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1 cubo de comprimento, largura e altura medindo x, cujo volume é x°
30 cubinhos de comprimento, largura e altura medindo 1, cujo volume é 1;
10 placas de comprimento e largura medindo x e altura 1, cujo volume é x7;

30 barras de comprimento x, largura e altura medindo 1, cujo volume é x.
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Figura 5.2: Pegas do kit Produtos Notéaveis
Fonte: Autores

5.3 OBJETIVOS

Proporcionar a visualizacdo e a compreensdo de propriedades da Algebra, como a
fatoracado e a determinacao das raizes de equacdes de 1°, 2° e 3° grau, por meio da relacado
entre os sélidos geométricos e suas propriedades.

5.4 CONTEUDOS ESTRUTURANTES

Ndmeros, Algebra e Geometria.

5.5 CONTEUDOS BASICOS

Equacao do 1°, 2° e 3° grau.

5.6 ANO E NiVEL SUGERIDOS

7° e 8° ano.

5.7 COMO CONSTRUIR

Este material faz parte do Laboratério do Programa Brasil Profissionalizado. Porém,
é possivel confeccionar um material com objetivos similares, utilizando cartolina americana
ou EVA ou cartolina tradicional, entre outros. Optamos por confecciona-lo em papel cartao.
Utilizamos: régua, lapis, tesoura e duas folhas de papel cartdo cores (opcional) verde e vermelho,
na qual a cor verde representa os valores positivos e a cor vermelha representa os valores
negativos. Para a construcao do material, sugerimos as seguintes medidas e quantidades:
x=15cmelun.=1,5cm.
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° 5 quadrados de lados x na cor verde que chamaremos de peca x* e 5 quadrados de
lados x na cor vermelha que chamaremos de peca -x*;

° 15 retangulos de comprimento x e largura 1 un. na cor verde que serdao denotados por
peca x e 15 retangulos de comprimento x e largura 1 un. na cor vermelha chamados de peca
_X;

o 25 quadradinhos de lados 1 un. na cor verde chamados de peca 1 e 25 quadradinhos

de lados 1 un. na cor vermelha denotados por -1.

° A construcao é realizada de acordo com o modelo da Figura 5.3.

X2
x B 1un. Observacao: Outra opcao é
confeccionar em papel cartao e para indicar
os simétricos/opostos utilizar os versos das

pecas. Nesse caso, confeccionar apenas
5 quadrados de lados x, 15 retangulos de

-X?2
comprimento x e largura 1 e 25 quadradinhos
de lados 1 unidade.
-x B -1un.

Figura 5.3: Confecgio do Kit Produtos Notaveis em cartolina americana
Fonte: Autores

5.8 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

Sugestoes de atividades para o Kit Produtos Notaveis

Sugerimos que este material seja utilizado para introduzir o contetido da Algebra antes
de sua formalizacdo matematica, pois se for aplicado depois do aluno ter o conhecimento do
conteldo, este podera utilizar as propriedades por ele ja conhecidas, tais como: fatoracao e
propriedade distributiva dos polindmios.

No primeiro momento, apresentaremos o material especificando as medidas e o
volume de cada peca. Na sequéncia, faremos atividades que foram baseadas em Fanti (s/d) e
serdo utilizadas para o reconhecimento do kit.

Na resolucao desta atividade, deveremos escolher as pecas do Kit Produtos Notaveis
gue representam cada uma das expressoes algébricas.

38




NN\ Coqueiro, Moran, Dezilio, Silva, Alves KIT PRODUTOS
NOTAVEIS

Atividade 1: (Reconhecimento do material)
Escolha as pecas que representam cada uma das
seguintes expressoes:

a) 2+ 3x+6

Solucao
Na resolucao desta atividade utilizamos

duas placas, trés barras, seis cubinhos, |

para representar 2x°, 3x e 6 unidades,

concomitantemente. A representacao de cada I
peca foi apresentada na Figura 5.4. I

Figura 5.4: Resolugéo da atividade la
Fonte: Autores

b) X +3x%+ 5x + 7

f

-

Solucao

Para resolvermos esta atividade
utilizamos um cubo, trés placas, cinco barras
e sete cubinhos, para representar 1x° 3x° 5x
e 7 unidades, concomitantemente.

|

rmy

Figura 5.5: Resolugdo da atividade 1b
Fonte: Autores

Para a realizacao das atividades a seguir, primeiro devera ser construido um molde
com as medidas dos lados do paralelepipedo. O professor precisa observar se o aluno nao
esta preenchendo o molde de forma errénea, por exemplo, substituindo uma barra por seis
cubinhos, uma placa por seis barras ou um cubo por seis placas, pois apesar de coincidir, isso
nao significa que x mede 6, x> mede 6x ou que x° mede 6x°

E interessante observar que este material nio deve ser adotado utilizando os mesmos
principios do Material Dourado. No Material Dourado, ha uma troca de objetos no qual sdo
atribuidos valores para cada objeto. No caso do kit Produtos Notaveis, o valor ndo esta na
quantidade a ser substituida e sim na area a ser considerada na face de cada peca.

Na sequéncia, para resolver a atividade, devera ser preenchida o espaco formado
pelo molde com as pecas adequadas, de modo a completar o paralelepipedo, quando for o
caso.
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Atividade 2: (Multiplicacdo e Potenciacio)

Utilizando as pecas do kit Produtos Notaveis X
determine:
a) X(x+1)

Solucao
Conforme dito anteriormente, X
primeiramente montamos o molde cujos
lados sao formados por duas pecas de volume
x e uma peca de volume 1, como mostra a Figura 5.6: Molde da atividade 2a
Figura 5.6. Fonte: Autores

X
Com o intuito de resolver a
multiplicacdo, sera necessario preencher o
molde com as pecas adequadas. Como temos
duas pecas cujos volumes sao x, utilizamos, 4
primeiramente, uma peca de volume x? ou
seja, a placa, conforme a Figura 5.7.

Figura 5.7: Resolugao da atividade 2a
Fonte: Autores

X
Podemos observar que ainda nao
preenchemos totalmente o molde. Para isso
temos que escolher a peca de volume x, como
mostra a Figura 5.8. #

Figura 5.8: Resolugéo da atividade 2a
Fonte: Autores

Para finalizar, retiramos o molde e
obtemos o resultado da expressao da Figura
5.9, ou seja, x(x+1) = x> + x

Figura 5.9: Resolugio da atividade 2a
Fonte: Autores
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b) (x+1)?

Solucao

Para a realizacao desta atividade, construimos um molde com duas pecas de volumes x
e duas pecas de volume 1. Para preenchermos o espaco formado pelo molde, utilizamos uma
peca de volume x°, duas pecas de volume x e uma peca de volume 1. Em seguida, retiramos
o molde para obtermos o resultado, ou seja, (x + 1)* = x* + 2x + 1, conforme mostra a Figura

S
mE

Figura 5.10: Resolugao da atividade 2b
Fonte: Autores

c) (2x + 2)(x + 4)

Solucao
Na resolucao desta atividade, procedemos da mesma maneira do item anterior.

_h2 Figura 5.11: Resolugdo da atividade 2¢
Logo, (2x + 2)(x + 4)=2x"+ 10x + 8 Fonte: Autores
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d  (x+1)

Solucao

Na resolucao desta atividade, fizemos um molde com trés pecas de volume x e trés pecas
de volume 1. Preenchemos todo o espaco formado pelo molde com os sélidos geométricos
adequados, que neste caso foram: uma peca com volume x°, trés pecas com volume x?, trés
pecas com volume x e uma peca com volume 1, de modo a formar um paralelepipedo mostrado
na Figura 5.12.

Para finalizar, retiramos o molde,
desmontamos o paralelepipedo
e verificamos quais pecas foram
utilizadas. Assim, temos que
(x+1)0°%=x°+3x*+3x+ 1

Figura 5.12: Resolugao da atividade 2d
Fonte: Autores

Nas atividades a seguir, escolhemos as pecas que representam as expressoes e, em
seguida, as ajustamos de modo a formar um paralelepipedo.

Atividade 3: (Fatoracdo) Utilizando as pecas | X+1 |
do Kit Produtos Notaveis, fatore as seguintes
expressoes:

a) x>+ 2x + 1.

Solucao

Para realizar a fatoracdo do polindémio
x>+ 2x + 1, selecionamos 1 peca que tenha
volume x°, 2 pecas de volume x e uma de
volume 1, e arranjamos de modo a formar
um paralelepipedo, como podemos ver
na Figura 5.13. Dessa forma, obtemos um
paralelepipedo de comprimento x+1, largura
x+1 e altura 1, ou seja, x> + 2x + 1=(x+1)(x+1). Figura 5.13: Resolucio da atividade 3a

Fonte: Autores
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b) 4x* + 8x + 4

2%+ 2

Solucao

Na solucao dessa atividade, procedemos
da mesma forma da letra a, porém utilizando 4
pecas de volume x?, 8 pecas de volume x e quatro
pecas de volume 1.
Dessa forma, obtemos um paralelepipedo de
comprimento (2x+2), largura (2x+2) e altura 1, ou
seja, 4x* + 8x + 4 = (2x+2) (2x+2).

2xX+ 2

Figura 5.14: Resolugao da atividade 3a
Fonte: Autores

c) X+ 6"+ 11x+ 6

Solucao

Para fatorar x® +éx° + 11x + 6, selecionamos 1
peca de volume x°, 6 pecas de volume x°, 11 pecas
de volume x e 6 pecas de volume 1 e arranjamo-
las de modo a formar um paralelepipedo, como
ilustra a Figura 5.15. Sendo assim, x° + 6x* + 11x
+ 6 = (x+1) (x+2) (x+3). Vale ressaltar que ha varias
maneiras de dispor as pecas de modo a formar =
um paralelepipedo de mesma fatoracao.

Figura 5.15: Resolugio da atividade 3¢
Fonte: Autores

Sugestodes de atividades para o material confeccionado

A solucao desta atividade consiste em selecionar as pecas que representam cada expressao
algébrica e representar com essas pecas a expressao solicitada.

Atividade 1: (Reconhecimento do material) X2
Escolha as pecas do material confeccionado
que representa cada uma das seguintes
expressoes:

3 1un

a) X*+x+1

Solucao

Figura 5.16: Resolugao da atividade la com o material confeccionado
Fonte: Autores
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c) 3x*-5x+4

b) -x?-x-1
Solucao
Solucao X2
2
X KKK
11
L ]
X R -1un X’ Y
Figura 5.17: Resolugdo da atividade 1b com o material confeccionado Figura 5.18: Resolugdo da atividade 1c do material confeccionado
Fonte: Autores Fonte: Autores

Na resolucao desta atividade, tem-se que selecionar e agrupar as pecas, modelando-as
a expressao. Em seguida, efetuar as operacdes necessarias para obter o resultado desejado.

Atividade 2: (Simplificacdo, Adicdo e Subtracdo) Utilizando as pecas do material
confeccionado, determine:
(-3x + 7) + (3x*+ 3x-5) = 3x* + 2

Solucao:

(-3x+7) (3x? + 3x - 5) 3+ 2

..
+
I

Figura 5.19: Resolugio da atividade 2 do material confeccionado
Fonte: Autores

Para a resolucdo da atividade 3 (a), (b) e (c) a seguir, € necessario construir um molde
referente a expressao dada e preencher a sua a area de tal modo a formar um retangulo. Feito
isto, retiramos o molde e verificamos a quantidade de pecas que sobraram, sendo que tal
quantidade sera a expressao do resultado.
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Atividade 3: (Multiplicacdo e Potenciacdo) Utilizando as pecas do material

confeccionado, determine:
a) 5(x)

Solucao:

X 1
n
b) (x + 1) X
Solucao '
O resultado da expressao I

(x+1)°=x"+ 2x + 1, como podemos
I T T

ver na Figura 5.22.
Figura 5.21: Resolugao da atividade 3b do material confeccionado
Fonte: Autores

Ix

— el ol el emd

Figura 5.20
Fonte: Autores

Figura 5.22: Resolugao da atividade 3b do material confeccionado
Fonte: Autores
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c) (x+3)(x+4)

Solucao:
Podemos verificar que, efetuados os procedimentos necessarios, obtivemos que a
expressao (x + 3) (x + 4)=x*+ 7x + 12, conforme mostra a Figura 5.23.

x+4

EEmT FEFEE T EEEE
" I.III|

Figura 5.23: Resolugao da atividade 3d do material confeccionado
Fonte: Autores

Nas atividades (d) e (e), além da adicao trabalharemos com a subtracdo. Desta forma,
a sugestdo para representar a expressao na qual serd necessario subtrair certa quantidade, é
utilizar pecas vermelhas sobrepondo-as as pecas verdes, com o objetivo de retira-las.

o  x1)7 B

Solucao:

A sugestdo do molde para (x - 1)’, é
usarmos duas pecas x e duas pecas -1, cuja
pecas -1 serdo sobrepostas as pecas x, como
podemos ver na Figura 5.24.

Figura 5.24: Resolugao da atividade 3d do material confeccionado
Fonte: Autores

Para completarmos o molde, primeiramente utilizamos uma peca x>. Em seguida,
observamos que nao satisfaz os lados do molde, que é x-1. Deste modo, sobrepomos uma
peca -x em x°. Em seguida, devemos acrescentar uma peca 1, para podermos retirar a segunda
peca x. Sendo assim, iremos sobrepor a peca -x. Veja a Figura 5.25.

1 | e | |
Figura 5.25: Resolugdo da atividade 3d do material confeccionado
Fonte: Autores
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Depois dos procedimentos realizados,

retiramos o molde e verificamos a expressao
(x-1)°= x* - 2x + 1, conforme mostra a -
Figura 5.26.

Figura 5.26: Resolugio da atividade 3d do material confeccionado
Fonte: Autores

c) (x - 3)(x + 2)

Solucao

A sugestao do molde para (x - 3) (x + 2) é usarmos duas pecas x, duas pecas 1 e trés
pecas -1 que serao sobrepostas nas pecas x.

Ao preenchermos o molde, primeiramente utilizamos a peca x?, e para satisfazer o lado
x-3, utilizamos trés pecas -x em que sobrepomos na peca x°. Em seguida, acrescentamos duas
pecas x e sobre elas seis unidades negativas. Posteriormente, retiramos o molde e obtivemos
x?- 3x + 2x - 6, como podemos ver na Figura 5.27.

Figura 5.27: Resolugdo da atividade 3e do material confeccionado
Fonte: Autores

Observamos que é possivel fazer cancelamento das pecas, pois, temos -3x e mais
2x. Deste modo, depois dos procedimentos realizados, verificamos que a expressao (x-3)
(x+2)=x*-x-6, conforme mostra a Figura 5.28.

Figura 5.28: Resolugao da atividade 3e do material confeccionado
Fonte: Autores
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Na realizacdo da atividade 4, para fatorar um trindmio do 2° grau da forma ax’ + bx +
c,coma, b e c inteiros e a>0 é necessario formar um retangulo com as pecas que representam
a expressao, em que algumas vezes teremos que realizar compensacoes. Quando tivermos
os coeficientes b e ¢ negativos, utilizaremos o mesmo procedimento da atividade 3, ou seja,
iremos sobrepor as pecas negativas nas pecas positivas. Deste modo, retiraremos uma parte
da peca positiva.

Atividade 4: (Fatoracdo) Fatorar as
seguintes expressoes utilizando as pecas do

; x+3 ;
I |
material confeccionado: T
a) x>+ 6x+ 9
Solucao:
Para a realizacao desta atividade, .3
selecionamos uma peca x?, seis pecas x e nove
pecas de uma unidade. Feito isso, devemos
arranja-las de modo a formar um retangulo,

como podemos notar na Figura 5.29. _ ...
| I .

Depois de ter feito todos os procedimentos,
podemos observar os lados da figura, e . ) N . .

R - ) Figura 5.29: Resolugao da atividade 4a do material confeccionado
verificar que a fatoracido de x° + éx + 9=(x + Fonte: Autores
3)?, como mostra a Figura 5.29.

b) X*-4x+4

Solucao:

Para a realizacdo desta atividade, selecionamos uma peca x°, quatro pecas -x e quatro
pecas que representam 1. Feito isso, devemos arranja-las de modo a formar um retangulo,
como podemos notar na Figura 5.30.

Como temos quatro pecas negativas (-x), primeiramente devemos sobrepor duas pecas
-x horizontalmente a peca x°. Em seguida, colocaremos as quatro pecas de 1 unidade sobre as
duas pecas -x, conforme a Figura 5.30, de modo a permitir que as outras duas pecas -x sejam
sobrepostas verticalmente a peca x°. Vejamos a Figura 5.30.

Figura 5.30: Resolugao da atividade 4b do material confeccionado
Fonte: Autores
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Depois de ter feito todos os procedimentos,
podemos observar os lados da figura e
verificar que a fatoracdo de x° - 4x + 4=(x-2)
(x-2)=(x-2)?,ja que duas unidades sao retiradas
de cada lado da peca x*, como mostra a Figura
5.31. X-2

Figura 5.31: Resolugdo da atividade 4b do material confeccionado
Fonte: Autores

c) x°-4

Solucao

Para a realizacdo desta atividade,
selecionamos uma peca x° e quatro pecas -1.
Feito isso, devemos arranja-las de modo a
formar um retangulo. No entanto, utilizando
apenas essas pecas nao é suficiente. Neste
caso, utilizamos a lei da compensacao, ou
seja, acrescentamos as pegas x € -x, e sobre o
x acrescentado, sobrepomos uma das quatro

pecas que representam menos uma unidade,

como podemos notar na Fi gura 5.32. Figura 5.32: Resolugdo da atividade 4c do material confeccionado

Fonte: Autores

Podemos verificar que ainda faltam sobrepor
trés pecas -1. Assim, utilizamos novamente
a lei da compensacao para completar o
retdngulo. Vejamos a Figura 5.33.

Figura 5.33: Resolugao da atividade 4c do material confeccionado

Fonte: Autores

49



KIT PRODUTOS Capitulo 5 /7S
NOTAVEIS

Apbs os procedimentos realizados, podemos
verificar que a fatoracio de x* - 4 = (x-2) (x+2),
como mostra a Figura 5.34.

X+2

Figura 5.34: Resolugao da atividade 4c do material confeccionado

Fonte: Autores

d) x>+ x-2

Solucao T
Para a realizacdo desta atividade,
selecionamos uma peca x°, uma peca x e duas
pecas -1. Como o objetivo é formar um retangulo
e com essas pecas nao sera possivel, precisaremos
acrescentar uma peca x e uma peca -x, de
modo que possamos sobrepor as duas pecas -1
utilizando a lei da compensacao.
Ap6s os procedimentos realizados, podemos
verificar que a fatoracdo de x° + x - 2 =(x-1) (x+2),
como mostra a Figura 5.35:

X+2

Figura 5.35: Resolucdo da atividade 4d do material confeccionado

Fonte: Autores

5.9 POTENCIALIDADE

Por meio desse material, o professor pode explorar os conceitos de fatoracao,
multiplicacdo, potenciacao e a raiz da equacao. Além disso, o conteudo Produtos Notaveis,
muitas vezes, deixa a desejar no sentido de apresentar aplicagbes praticas. Sendo assim,
guando trabalhado desta forma, é possivel que o aluno visualize a fatoracao das expressoes
nao apenas de forma mecanica com simbolos matematicos, mas também por meio do material
manipulavel.
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5.10 LIMITACOES

Na utilizacdo do kit Produtos Notaveis do Laboratério do Programa Brasil
Profissionalizado, uma das limitacbes é ndo poder representar valores negativos, pois nao
temos opcdes de cores para representar as variaveis. Por exemplo, o oposto de x? ou seja,
-x° Assim, ndo podemos fazer simplificacoes.

Ja no material confeccionado, podemos utilizar valores negativos nas atividades. No
entanto, sua limitacdo é o ndo uso de equacdes de terceiro grau, pois, apesar do material
confeccionado obter espessura, esta nao é tao significante de modo a ser utilizado.

Destaca-se também que tanto no material do Programa Brasil Profissionalizado quanto
no confeccionado, ndo é possivel trabalhar com coeficientes altos, pois, além das pecas serem
em numero limitado, o material tem por objetivo introduzir o conceito e ajudar os alunos na
sua compreensao e generalizacdo com outras atividades.
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6.1 APRESENTACAO

Figura 6.1: Teodolito Optico
Fonte: Autores

O teodolito é um instrumento 6ptico
utilizado por agrimensores, topodgrafos,
engenheiros, arquitetos, entre outros,
com a intencdo de determinar distancias
inacessiveis,  tanto  verticais  quanto

6.2 DESCRICAO

horizontais. Pode ser usado, por exemplo,
para medir a altura de um prédio ou largura
de um rio, etc., usando tridangulos retangulos
e suas razoes trigonométricas e leis dos senos
e dos cossenos.

O material é composto por:

° Uma bussola;

° Um laser;

o E o teodolito dptico.
6.3 OBJETIVOS

Ensinar a utilizar o Teodolito em conjunto com as Relacdes Trigonométricas para

determinar medidas desconhecidas.

6.4 CONTEUDOS ESTRUTURANTES

Grandezas e Medidas.

6.5 CONTEUDOS BASICOS

Trigonometria e Relacbes Métricas.

52

s



AN RSN Coqueiro, Moran, Dezilio, Silva, Alves TEODOLITO

OPTICO

6.6 ANO E NiVEL SUGERIDOS

9° ano do Ensino Fundamental e Ensino Médio

6.7 COMO CONSTRUIR UM TEODOLITO CASEIRO

A seguir, apresentaremos a construcao de um Teodolito caseiro e o seu manuseio.

Materiais necessarios para a construcao do Teodolito caseiro:
o Um transferidor de 180° de plastico

° 1 pedaco de cano de PVC de 20 mm de didmetro com 30 cm de comprimento
o Cola Instantanea

o 1 pedaco de linha de costura ou barbante

° 1 pequeno peso

Construcao

Fixe o transferidor centralizado na lateral
do cano com a cola. Faca um furo no centro do .
transferidor. Passe a linha pelo furo e amarre |
0 peso na extremidade da linha. O objetivo da
linha é fazer um péndulo para medir o angulo.

L Figura 6.2: Teodolito Caseiro
Fonte: Autores

6.8 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

O primeiro passo consiste em mirar o teodolito na posicao horizontal correspondente
a base do que se deseja medir, por exemplo, uma arvore, um prédio etc., fixando o teodolito
sobre uma base. Caso o terreno apresente desniveis, o teodolito deve ser utilizado afim de
conseguir um plano horizontal (medir este desnivel).

O segundo passo consiste em deslocar o teodolito focando o ponto extremo do objeto
que esta medindo. No caso do teodolito caseiro, o angulo indicado no transferidor deve ser
analisado com cuidado, pois o centro do transferidor estara em 90°, ou seja, o angulo que se
deseja medir devera ser medido a partir de 90°, pois o péndulo ird nivelar em 90°.

Conhecendo o valor do angulo e a distancia do ponto de medicao até o objeto medido,
basta utilizarmos a relacao trigonométrica adequada para determinarmos a altura. Caso a
medida seja feita por uma pessoa em pé, ressaltamos que a altura entre os olhos da pessoa e
o chao deve ser acrescentada ao resultado da medicao.
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Daremos algumas sugestoes de atividades para serem desenvolvidas.

Atividade 1: Calcular a altura de um prédio qualquer utilizando o teodolito como
o representado na Figura 6.3.

A 53 m 30

Figura 6.3: Altura de um prédio
Fonte: Autores

Solucao:

Para medirmos a altura AB deste
prédio, usamos o seguinte procedimento:
fixamos o teodolito em um ponto C qualquer,
depois verificamos com uma trena que a
distancia entre o prédio e o teodolito é de
53m.

Podemos observar na Figura 6.3 que a
base do teodolito tem um aclive em relacdo a Figura 6 4 Teodolito Optico
base do prédio. Deste modo, devemos alinhar Fonte: Autores
o teodolito a zero grau na escala vertical,
como mostra a Figura 6.4, e com o auxilio
do laser fixar um ponto A no prédio. Com o
teodolito alinhado a zero grau e deslocando-o
verticalmente, verificamos que a angulacao
do ponto A ao ponto B é de 38° como mostra
a Figura 6.5.

Figura 6.5: Teodolito Optico
Fonte: Autores
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Na Figura 6.3, podemos observar que formou-se um tridngulo retangulo, no qual temos
dois angulos, um de 90° e o outro de 38° verificado por meio do teodolito. Temos também
a medida de um dos catetos que é 53 m. Tendo entdo a medida de um dos catetos e de dois
angulos, basta aplicarmos a seguinte relacao trigonométrica: tan a = cateto oposto

cateto adjacente

Substituindo os valores encontrados, teremos:

tan 38°= AB 0,7813= AB, AB = 41,4m
53 53

Para encontrarmos a altura do prédio, devemos fazer A,= AB + 3, em que A» é a altura
do prédio, AB é a medida de A a B e 3 é a altura do ponto A em relacdo ao solo. Entdo

Ap=41,4+3
Ap = 44.4m

Vale ressaltar que devido ao aclive nao podemos considerar a altura do teodolito, mas
sim a altura do ponto A, pois na altura em que esta o teodolito ndo resultard em uma melhor
aproximacao da altura do prédio. No entanto, se estivesse em um terreno plano, calculariamos
apenas a altura do teodolito em relacao ao solo.

Solucao:

Para medir a distancia AC, usamos
0os seguintes procedimentos: localizamos
um ponto B de onde podemos observar,
na margem oposta, a arvore C. Fixamos o
teodolito no ponto B alinhando-o a zero grau
(0°) na escala horizontal, como na Figura 6.7,
em direcao a A.

Atividade 2: Calcular a largura de um
rio utilizando o teodolito éptico.

%.

A% o il
Figura 6.7: Teodolito Optico
Fonte: Autores

Figura 6.6: Largura de um rio
Fonte: Autores

55




TEODOLITO Capitulo 6 /77
OPTICO

Posteriormente, rotacionamos o
teodolito do ponto A ao ponto C, verificando
que a medida do angulo AEA§C=55°, como
podemos observar na Figura 6.8.

Figura 6.8: Teodolito Optico
Fonte: Autores

Temos que o angulo BAC=90° o
angulo ABC=55°, Depois medimos com uma
trena a distancia do ponto A ao ponto B e
constatamos que esta distancia é de 50m.
Veja a Figura 6.9.

Na Figura 6.9, podemos observar que
formou-se um triangulo retangulo, no qual
temos dois angulos, um de 90° e o outro de
55° verificado por meio do teodolito. Temos
também a medida de um dos catetos, que é 50
m. Tendo entao a medida de um dos catetos e
de dois angulos, basta aplicarmos a seguinte

relacdo trigonométrica: tan a = cateto oposto
cateto adjacente

Figura 6.9
Fonte: Autores

Substituindo os valores encontrados teremos:

tan 55°= AC 1,4281=AC AC = 1,405m
50 50

Portanto, a largura do rio é de, aproximadamente, 71,405 m.
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Atividade 3: Utilizando o teodolito éptico, calcule a distancia entre duas arvores
localizadas nos pontos A e C, respectivamente.

Solucao:

Para medir a distancia entre as duas arvores, usamos os seguintes procedimentos:
localizamos um ponto B de onde podemos observar, na margem oposta, a arvore C. Fixamos
o teodolito no ponto A alinhando-o a zero grau (0°) na escala horizontal (como na Figura 6.11)
em direcdo a B.

Figura 6.10: Distancia entre duas arvores Figura 6.11: Teodolito Otico
Fonte: Autores Fonte: Autores

Logo apés, rotacionamos o teodolito
horizontalmente do ponto B ao ponto C,
verificando que a medida do angulo BAC=73°,
como mostra a Figura 6.12.

Figura 6.12: Teodolito Optico
Fonte: Autores
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Para calcularmos o énguloAéC, procedemos da mesma maneirarealizada para encontrar
o angulo BAC, ou seja, fixamos o teodolito no ponto B alinhando-o a zero grau na escala
horizontal em direcdo ao ponto A, como mostra a Figura 6.8 e, posteriormente, rotacionamos
o teodolito do ponto A ao ponto C, verificando que a medida do angulo AéC=55°, como
podemos observar na Figura 6.13.

Figura 6.13: Teodolito Optico
Fonte: Autores

Apo6s encontradas dois angulos,
medimos com uma trena a distancia do
ponto A ao ponto B e constatamos que esta
distancia é de 60 m. Veja a Figura 6.14.

Podemos observar que temosamedida
de dois angulos e a medida de um lado do
triangulo. Deste modo, aplicaremos a lei dos
senos, que enuncia que em qualquer tridngulo
a medida dos lados sao proporcionais aos
senos dos angulos opostos. Para aplicarmos
essa lei, primeiramente encontramos o angulo
oposto da medida AB, ou seja, o angulo o
Sabemos que em qualquer tridngulo a soma
dos angulos internos é de 180° de onde

Figura 6.14: Distancia entre duas arvores

temos: Fonte: Autores
Utilizando a lei dos senos,
AvB+C=180° obtivemos:
. AC _ 60m
/3°+55°+C=180° senB  senC Portanto, a distancia é
R AC 40m aproximadamente 62,4 m.
C=52 sen 55° sen 52°
AC 60m

0,81915 ) 0,78801
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Atividade 4: Dois barcos A
e B sairam de um rio C no mesmo
horario. O barco A se move com
uma velocidade constante de
70km/heobarcoBcomvelocidade
constante de 60km/h. Sabendo
qgue é possivel avista-los do porto
C, qual é o angulo formado por
eles utilizando o teodolito? E qual
é a distancia entre os barcos apoés
1 hora de movimento?

Figura 6.15: Distancia entre os barcos

Fonte: Autores

Solucao:

Para encontrarmos o angulo formado pelos barcos, colocamos o teodolito no ponto
C, alinhando-o a zero grau na escala horizontal em direcao ao barco A e rotacionando-o em
direcdo ao barco B, determinando o angulo de 73°, como podemos observar na Figura 6.15.

Com o auxilio do teodolito, conseguimos calcular o angulo formado pelos barcos.
Deste modo, além do angulo temos também as distancias dos barcos em relacao ao porto C
apos 1 hora, entao aplicaremos a lei dos cossenos: em um triangulo qualquer, o quadrado da
medida de um lado é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros lados, menos duas
vezes o produto das medidas desses lados pelo cosseno do angulo formado por eles, ou seja,
(AB)? = (AC)? + (BC)? - 2 (AC.BC.cos (739)).

(RBY -

2= (AC)* + (BC)? - 2 (AC.BC.cos (73°))
(AB)* =

70%+ 60% - 2(70.60.0,29237)
AB = 7774 km
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Atividade 5: Calcular a altura de uma montanha utilizando o teodolito 6ptico.

Solucgao:

Para medirmos a altura CD da montanha, usamos o seguinte procedimento: fixamos
o teodolito no ponto B e alinhamos a zero grau na escala vertical em direcdo ao ponto C, e o
rotacionamos ao ponto D. Assim, verificamos que o angulo CBD=40°. Também temos que o
angulo DCB=90°.

Podemos notar na Figura 6.16 que a distancia BC é inacessivel. Deste modo, para
podermos calcular, devemos recuar ou afastar o teodolito, partindo do ponto B, a uma certa
distancia que podemos medir. Neste exemplo optamos em recuar o teodolito e, com o auxilio
de uma trena, verificamos que a distancia recuada é de 100 m em relacdo ao ponto B. Depois,
verificamos com o auxilio do teodolito que o angulo CAD = 20°, como podemos ver na Figura
6.16.

\ X
A 100m B Figura 6.16: Altura de uma montanha
Fonte: Autores

Da Figura 6.16, podemos observar que:

20° 40°

100 +x Xx

Figura 6.17: Razdes trigonométricas
Fonte: Autores

tan 40° =h

tan 20° = h 5
x+ 100 0.8391=h
0,3640= h X
x+ 100 h = 0,8391x
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Substituindo h = 0,83%21x em 0,3640 = h

x+100
Temos: 0.3640 = 0.8391x
x+ 100
36,40 = 0,8391x - 0,3640x
0.4751x = 36,40
X = 7662 m
Como:

h=0,83%Ixex=7662
h=6429m

6.9 POTENCIALIDADE

Por meio deste material é possivel que o aluno calcule medidas inacessiveis aplicando
as relacoes trigonométricas em atividades com referéncia a realidade, além de possibilitar
ao sujeito o manuseio de instrumentos de medida abordando contelldos como Sistemas de
Medidas e Geometria.

6.10 LIMITACOES

A limitacao deste material é que na escala vertical o angulo corresponde no maximo
a 40°. Desta forma, para calcular a altura de um prédio, por exemplo, devemos deixar uma
grande distancia do teodolito em relacao ao prédio e, com isso, dificulta-se a visualizacdo do
reflexo do laser, e dependendo do local nao é possivel deixar a distancia necessaria pela falta
de espaco. Tal fato se deve ao aparelho ser elaborado para uso escolar e nao profissional.
E importante explicar para os alunos que os aparelhos de uso profissional possibilitam
marcacoes muito maiores e mais precisas do que as exemplificadas neste trabalho.
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O Manual Didatico elaborado aborda explicacoes
dos seguintes materiais que compdem o Laboratério
de Matematica: Kit de Probabilidade, Torre de Handi,
Kit Teorema de Pitagoras, Kit Relacoes Métricas no
Triangulo Retangulo, Kit Produtos Notaveis e Teodo-
lito Otico. Tal manual € composto por um roteiro
seguindo as seguintes diretrizes para cada material
didatico: apresentacao do material; descricao; objeti-
vos; conteudos estruturantes; contetidos basicos;
expectativas de aprendizagem; ano e nivel sugeridos;
cuidados necessarios; desenvolvimento da atividade;
potencialidades e limitacoes.

Espera-se que este material possa auxiliar os profes-
sores e futuros professores com relacao ao uso dos
materiais didaticos do Laboratdrio de Matematica,
bem como contribuir com os processos de ensino e
aprendizagem dos alunos. Também espera-se que o
manual possa servir de apoio para escolas que nao

possuem o Laboratério, uma vez que serao sugeridas

formas de construcao de alguns dos materiais.




