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6 FOQMACAO DE CONCEITOS MATEMATICOS
INTRODUCAO

A elaboragdo do presente livro tem como uma de suas preocupacdes a questao
que envolve o ensino e a aprendizagem de conceitos matematicos e, dessa forma,
apresentar propostas que orientem o trabalho em sala de aula com fim na formacao
desses conceitos. Sabe-se que o ensino de Matematica no Ensino Fundamental tem
como um de seus objetivos o de favorecer a compreensdo de conceitos, bem como
de procedimentos matematicos, aos alunos, de modo que eles possam utiliza-los
em diversas situacoes como as de resolver problemas. Os Parametros Curriculares
Nacionais de Matematica do Ensino Fundamental (BRASIL, 1997, 1998) ja indicavam
a importancia de, em sala de aula, favorecer essa compreensao, bem como levar os
alunos a desenvolverem capacidades de resolugdo de problemas.

Com a atual Base Nacional Comum Curricular —- BNCC (BRASIL, 2017), relativa
a Educagdo Infantil e Ensino Fundamental (anos iniciais (1.° a0 5.° anos) e anos finais
(6.° a0 9.° anos)), passa-se a té-la como referéncia ao ensino de Matematica. Nesse
documento, € notorio o foco em conteudos matematicos em cada ano escolar, seguido
de um rol de habilidades a serem desenvolvidas nos alunos. Porém, ndo se apresenta
uma indicacdo clara de como seguir, por exemplo, o trabalho em sala de aula que
aborde a formag¢ao dos conceitos, necessarios a resolucao de problemas.

Ao contrario disso, o ensino feito de forma fundamentada teoricamente € necessario
justamente porque a aprendizagem de conceitos matematicos pelos alunos depende
de um direcionamento a formagao de conceitos que implica em leva-los, sobretudo,
a conhecer suas caracteristicas, seus exemplos, a diferenciar de outros conceitos,
bem como a saber utiliza-los na resolugdo de problemas. E o caso, por exemplo,
de se saber diferenciar um quadrado de um cubo ou um tridngulo de uma piramide
de base quadrada, justamente porque quadrado e triangulo sdo figuras planas, cujas
caracteristicas diferem das de cubo e piramide que sao figuras espaciais. Assim, apesar
de quadrado formar as faces do cubo, e tridngulo, as faces laterais de uma piramide
de base quadrada, implicam em conceitos diferentes. Também podemos falar das
diferencas entre conceitos como o de equagdo, inequagdo e expressao algébrica, os
quais diferem em suas caracteristicas especificas, sendo, respectivamente, a de possuir
sinal de igualdade, a de possuir sinal de desigualdade, e ser formada apenas de letras

e que podem conter niameros.
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Dessa forma, o presente livro, intitulado Formagdao de Conceitos Matematicos:
propostas de ensino aos anos iniciais e finais do ensino fundamental, visa apresentar
algumas propostas de ensino para serem desenvolvidas em sala de aula, na escola,
buscando favorecer a compreensdo e formacao de conceitos matematicos nos alunos.
Para tal, esta estruturado em sete capitulos, sendo que os trés primeiros sdo referentes
a contetidos dos anos iniciais do ensino fundamental e os quatro tltimos a conteudos
dos anos finais do ensino fundamental. As propostas tomam como base os contetdos e
habilidades indicados na BNCC (BRASIL, 2017) e, dessa forma, os direcionamentos
sdo feitos com base nos respectivos pressupostos teoricos adotados.

No capitulo 1, intitulado “O ensino do campo conceitual aditivo no 3.° ano do ensino
fundamental: algumas discussdes teoricas e didatico-metodologicas”, o autor Richael
Silva Caetano apresenta uma proposta de ensino de Matematica para alunos do 3.°
ano do Ensino Fundamental, visando desenvolver uma habilidade elencada na BNCC,
referente a “problemas de adi¢do e subtragdo”. Buscou-se — enquanto fundamentagao
teorica — a teoria dos campos conceituais, desenvolvida por Gérard Vergnaud, na
qual se discute o campo conceitual aditivo. Além dessa teoria, a referida proposta de
ensino ‘alicerca-se’ em alguns ‘elementos’ teoricos da Epistemologia Genética, teoria
essa que defende a importancia da efetiva agdo do aluno (‘sobre o objeto’/situagdo-
problema matematica) a construgdo-aprendizagem da Matematica.

No capitulo 2, intitulado “O ensino para o desenvolvimento do pensamento
algébrico face as concepgdes e praticas de professores dos anos iniciais: um novo
olhar”, os autores Roseli Regina Fernandes Santana, Luciane de Castro Quintiliano
e Nelson Antonio Pirola apresentam uma proposta de ensino para o desenvolvimento
do pensamento algébrico nos anos iniciais do Ensino Fundamental, apresentando
algumas possibilidades de ensino por meio de tarefas que podem potencializar
o desenvolvimento de tal pensamento matematico ainda nos primeiros anos de
escolaridade pautado em informagdes cedidas por professores dos anos iniciais sobre
os seus saberes para o ensino do desenvolvimento do pensamento algébrico, a fim
de nortear e embasar percursos formativos, objetivando o aprimoramento da pratica
docente acerca da tematica.

No capitulo 3, intitulado “O processo de abstragdo do conceito de poligono: uma

proposta de ensino para o 5.° ano do ensino fundamental”, o autor Marcelo Carlos de



8 FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

Proenga apresenta uma proposta de ensino a ser desenvolvida no 5.° ano do Ensino
Fundamental para tratar da formag¢ao do conceito de poligono, conteudo este indicado
na BNCC (BRASIL, 2017), tendo como objetivo favorecer aos alunos a construgdo
da abstracdo desse conceito e, portanto, favorecer sua compreensao. Adota-se, assim,
como fundamento para a pratica pedagogica, o pressuposto tedrico de Dreyfus (1991),
referente aos processos do pensamento matematico avangado, tendo como principal o
processo de abstracdo, evidenciando as etapas de ensino para se atingir essa abstragao.

No capitulo 4, intitulado “Ensino-aprendizagem de inequagdes: uma proposta
envolvendo congruéncia semantica”, os autores Wilian Barbosa Travassos e Marcelo
Carlos de Proenca apresentam uma proposta de ensino e aprendizagem do conteudo
de inequagdes do primeiro grau com uma varidvel via sequéncia de atividades que
favorecam o reconhecimento do objeto matematico inequagao. Devido a diversidade
representacional que um conceito pode assumir, sobretudo, sua diversidade linguistica
que o representa quando se trata do registro Lingua Natural, elencamos oito questdes,
elaboradas com foco na congruéncia semantica, segundo a Teoria dos Registros de
Representagao Semiotica, de modo a propiciarao aluno oreconhecimento e coordenagao
(conversdo) do conceito em diferentes tipos de enunciados de exercicios/problemas.
Por fim, apresentamos dois problemas contextualizados para serem abordados, tendo
em vista levar os alunos a ampliarem a compreensao do uso de inequagdes.

No capitulo 5, intitulado “Uma proposta de tarefas para o ensino de geometria
utilizando o Tangram como um registro figural”, as autoras Mariana Moran e Valdete
dos Santos Coqueiro apresentam uma proposta de questdes exploratdrias e tarefas para
o trabalho com figuras geométricas planas, explorando a nomeagdo e a comparagao
de poligonos, suas propriedades relativas aos lados, vértices e angulos num contexto
do Ensino Fundamental. A escrita do trabalho foi pautada na Teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica, utilizando o Tangram como forma de registro figural
Material Manipuldvel (MM) e Software de Geometria (SG). As tarefas propostas
visam a construcao desses conceitos, e também sugestdes de aplicacdes de contetdos
de Geometria.

No capitulo 6, intitulado “Desvendando senhas: um estudo sobre conceitos de
analise combinatoria e probabilidade”, as autoras Daniela da Rosa Teza e Maria Lucia
Panossian apresentam uma proposta de ensino que trata da ideia de que senhas em

geral, combinacdes de 1 e 0 e a seguranca no mundo virtual tém algo em comum:
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conceitos de analise combinatoria e a probabilidade. No ambito escolar, esses conceitos
matematicos se concretizam na forma de contetidos presentes no ensino, atualmente
regidos pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Considerando o que vem
sendo proposto pela BNCC, e também os estudos sobre o movimento historico
e logico da combinatdria, este capitulo apresenta uma situa¢do desencadeadora de
aprendizagem enquanto elemento da Atividade Orientadora de Ensino.

No capitulo 7, intitulado “A Modelagem Matematica no ensino-aprendizagem: uma
proposta de ensino para grandezas e medidas nos 8°. € 9°. anos do ensino fundamental”,
os autores Lilian Milena Ramos Carvalho, Eduardo Francisco de Oliveira, Edson
Rodrigues Carvalho apresentam uma proposta de ensino com base na metodologia de
modelagem matematica para favorecer o aprendizado da unidade tematicaGrandezas
e Medidas, entre outras, nos anos finais do ensino fundamental. O desenvolvimento da
proposta ¢ baseado no conjunto de aprendizagens essenciais e indispensaveis a todos
os estudantes, previsto na Base Comum Curricular (BNCC, 2017), com destaque para
as habilidades relacionadas aos objetos de conhecimento dessa unidade tematica.

Diante do que o leitor vai encontrar neste livro, esperamos que futuros professores,
professores e pesquisadores das areas de Pedagogia e de Licenciatura em Matematica
e também demais interessados possam fazer uso das propostas de ensino sugeridas de
modo que isso permita clarificar as ideias para poder fundamentar praticas de ensino
de sala de aula e, assim, abordar a forma¢dao de conceitos matematicos, levando,
consequentemente, os alunos a uma aprendizagem significativa. Por fim, destacamos
que se pode fazer uso dos pressupostos tedricos apresentados nos diversos capitulos

para elaboracdo de aulas envolvendo outros contetidos matematicos.
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Capitulo 1

O ENSINO DO CAMPO CONCEITUAL ADITIVO
NO 32 ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL:
ALGUMAS DISCUSSOES TEORICAS E DIDATICO-
METODOLOGICAS

Richael Silva Caetano

INTRODUCAO

O presente capitulo apresenta uma proposta de ensino de Matematica para o 3.° ano
do Ensino Fundamental na qual se ‘contempla’ uma das habilidades' elencadas na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2017). Essa proposta foi elaborada
no intuito de contribuir com a pratica pedagdgica desenvolvida pelo professor em sala
de aula, profissional esse responsavel pela ‘materializa¢do’/‘execu¢do’ do curriculo
proposto pela rede de ensino publica (e/ou privada) a qual pertence. Contudo, antes de
apresentar tal proposta, bem como o referencial tedrico que a subsidia, discutir-se-a
brevemente sobre a BNCC.

A Base Nacional Comum Curricular constitui um documento normativo® que
define/delimita um conjunto de aprendizagens essenciais a serem construidas pelos

alunos durante a Educagio Basica, da Educagdo Infantil® ao Ensino Médio. Para tanto,

1 Segundo a BNCC, as “habilidades expressam as aprendizagens essenciais que devem ser assegura-
das aos alunos nos diferentes contextos escolares.” (BRASIL, 2017, p. 29, grifo do autor).

2 Faz-se oportuno salientar que, de ‘posse’ do referido documento, cabera as redes de ensino e as
escolas particulares a construcdo dos ‘seus’ curriculos considerando as aprendizagens essenciais defi-
nidas na BNCC, “passando, assim, do plano normativo propositivo para o plano da agdo e da gestdo
curricular que envolve todo o conjunto de decisdes e agdes definidoras do curriculo e de sua dindmica.”
(BRASIL, 2017, p. 20).

3 No caso da Educacdo Infantil, a BNCC define seis direitos de aprendizagem e desenvolvimento
(conviver, brincar, participar, explorar, expressar e conhecer-se) ‘distribuidos’ em cinco campos de
experiéncia (1. O eu, o outro e o nds, 2. Corpo, gestos e movimentos, 3. Tracos, sons, cores e formas,
4. Escuta, fala, pensamento e imaginacao e 5. Espagos, tempos, quantidades, relacdes e transforma-
¢des). Em cada campo sdo definidos objetivos de aprendizagem e desenvolvimento organizados em
trés grupos considerando-se as seguintes faixas etarias: i) bebés (0 a 1 ano e 6 meses); ii) criangas bem
pequenas (1 ano e 7 meses a 3 anos e 11 meses); iii) criancas pequenas (4 anos a 5 anos e 11 meses).
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“as aprendizagens essenciais definidas na BNCC devem concorrer para assegurar aos
estudantes o desenvolvimento de dez competéncias gerais*, que consubstanciam, no
ambito pedagdgico, os direitos de aprendizagem e desenvolvimento.” (BRASIL, 2017,
p. 9, grifo nosso). Nesse documento, o conceito/constructo competéncia ¢ definido
como a mobilizacdo de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades
(praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas

complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.
(BRASIL, 2017, p. 8).

Ao ‘orientar-se’ para/pelo desenvolvimento de competéncias, inclusive de
competéncias especificas para cada um dos componentes curriculares, a BNCC
‘realiza’ uma

indica¢do clara do que os alunos devem “saber” (considerando a constituigdo de
conhecimentos, habilidades, atitudes e valores) e, sobretudo, do que devem “saber fazer”
(considerando a mobilizagdo desses conhecimentos, habilidades, atitudes e valores para

resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do
mundo do trabalho) [...]. (BRASIL, 2017, p. 13).

Para garantir o desenvolvimento das referidas competéncias especificas, a BNCC
apresenta/delimita, para cada um dos componentes curriculares, um conjunto de
habilidades relacionadas a diferentes objetos de conhecimento. Tais objetos de
conhecimento (isto €, conteudos, conceitos e processos) estao organizados/distribuidos
em unidades tematicas. Segundo a BNCC:

Respeitando as muitas possibilidades de organizagdo do conhecimento escolar, as
unidades tematicas definem um arranjo dos objetos de conhecimento ao longo
do Ensino Fundamental adequado as especificidades dos diferentes componentes
curriculares. Cada unidade tematica contempla uma gama maior ou menor de objetos

de conhecimento, assim como cada objeto de conhecimento se relaciona a um niimero
variavel de habilidades, [...]. (BRASIL, 2017, p. 29, grifos do autor).

No caso da Matematica para o Ensino Fundamental, por exemplo, ha cinco unidades
tematicas, a saber: 1) Numeros, 2) Algebra, 3) Geometria, 4) Grandezas e Medidas
e 5) Probabilidade e Estatistica. Na presente proposta de ensino, a seguinte habilidade

‘contemplada’ — e apresentada adiante — pertence a unidade tematica ‘Numeros’:

4 Segundo a BNCC, as 10 competéncias gerais da Educacdo Bésica “inter-relacionam-se e desdobram-
-se no tratamento didatico proposto para as trés etapas da Educagdo Bésica (Educagdo Infantil, Ensino
Fundamental ¢ Ensino Médio), articulando-se na construgdo de conhecimentos, no desenvolvimento
de habilidades e na formacao de atitudes e valores, nos termos da LDB.” (BRASIL, 2017, p. 8-9).
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“(EF03MAO06°) Resolver e elaborar problemas de adi¢do e subtragdo com os significados
de juntar, acrescentar, separar, retirar, comparar ¢ completar quantidades, utilizando
diferentes estratégias de calculo exato ou aproximado, incluindo célculo mental.”
(BRASIL, 2017, p. 287).

Conforme a BNCC, tal habilidade ‘relaciona-se’ ao seguinte objeto de
conhecimento:

“Problemas envolvendo significados da adi¢do e da subtrag@o: juntar, acrescentar,
separar, retirar, comparar ¢ completar quantidades.” (BRASIL, 2017, p. 286).

Pelo fato desse objeto de conhecimento referir-se aos ‘problemas envolvendo os
diversos significados da adi¢do e da subtragdo’, entao, na se¢ao seguinte abordar-se-a
um possivel referencial tedrico (a teoria dos campos conceituais, em especifico, o
campo conceitual aditivo) que possibilita compreender, do ponto de vista ‘psicoldgico’
(e, de certo modo, didatico) como se da a construgdo do referido objeto pelo aluno.
Além desse referencial teorico, apresentar-se-4 uma breve sintese da Epistemologia
Gengética, tendo em vista a contribuicdo da mesma para a fundamentagado da teoria dos

campos conceituais, bem como da presente proposta de ensino.

FUNDAMENTAGCAO TEORICA: BREVES CONSIDERACOES
SOBRE A EPISTEMOLOGIA GENETICA E A TEORIA DOS
CAMPOS CONCEITUAIS

A Epistemologia Genética — teoria elaborada por Jean Piaget® e colaboradores
— visa explicar a génese (origem) e o desenvolvimento do conhecimento, desde as
acdes sensorio-motoras até as estruturas formais do pensamento (PIAGET, 2007).
Ao defender que o conhecimento ¢ produto de uma construcao (historica) realizada

ativamente pelo sujeito ao interagir (relacionar-se) com o objeto (meio) (PIAGET,

5 Conforme o cddigo adotado pela BNCC, a habilidade EF03MAO06 deve ser ‘lida’/‘compreendida’
como sendo a sexta habilidade (06) de Matematica (MA) para o terceiro ano (03) do Ensino Funda-
mental (EF). Em relacdo a organizagao/distribui¢do/ordenamento das habilidades, a BNCC pontua o
seguinte: “Cumpre destacar que os critérios de organizacdo das habilidades na BNCC (com a explici-
tagcdo dos objetos de conhecimento aos quais se relacionam e do agrupamento desses objetos em uni-
dades tematicas) expressam um arranjo possivel (dentre outros). Portanto, os agrupamentos propostos

ndo devem ser tomados como modelo obrigatorio para o desenho dos curriculos.” (BRASIL, 2017, p.
275).

6 Especialista em psicologia evolutiva e Epistemologia Genética, filésofo, ldgico, bidlogo e educador,
Jean William Fritz PIAGET nasceu em Neuchatel, Suica, em 09 de agosto de 1896, e morreu em Ge-
nebra a 16 de setembro de 1980.
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1987), tal teoria opde-se a0 empirismo e ao inatismo’. Para este processo de construgao
do conhecimento (¢ num ‘movimento continuo’®), o sujeito vale-se de duas invariantes
funcionais: a assimila¢do ¢ a acomodacido. A assimilacdo ¢ compreendida como
sendo uma incorporagdo (‘interpretagdo’) do objeto as estruturas (esquemas de acao
ou conceituais) ja construidas pelo sujeito. Por sua vez, a acomodacdo representa
a modificagdo (transformacao) de tais estruturas pelo fato das mesmas nao terem
sido suficientes a assimilagdo do objeto (meio). Assim, ‘acomoda-se’ para melhor
apreender/compreender o objeto (meio).

Através do equilibrio entre tais invariantes, faz-se possivel a adaptacao (PIAGET,
1998b). Valeressaltar que aadaptagdo, em movimento indissocidvel com a organizacio,
possibilita ao sujeito desenvolver-se construindo, assim, estruturas cada vez mais
complexas. Estruturas mais complexas possibilitam uma melhor compreensdo/agao
sobre a realidade. O equilibrio, ou o mecanismo/‘movimento’ de equilibracio’,
¢ entendido por Piaget (2001, p. 88) como uma ‘“compensacdo proveniente das
atividades do sujeito em resposta as perturbacdes exteriores.”, sendo tais perturbacdes
provenientes de problemas enfrentados pelo sujeito. Logo, o problema—ao desencadear
um desequilibrio — impulsiona o sujeito a agir sobre o objeto (assimilando-o e ou
acomodando-o) visando a sua superagao por meio de um reequilibrio (PIAGET,

1976). Faz-se importante pontuar que tal processo desequilibrio/reequilibrio demanda

7 Para o empirismo, a pressdo exercida pelo objeto (meio) sobre o sujeito garante a ‘impressao-co-
pia’ do conhecimento em sua mente, no qual o papel desse sujeito € o de um receptor (passivo). Ja o
inatismo concebe que o sujeito nasce com o conhecimento pré-formado, sendo apenas necessario o
‘desabrochar’ desse conhecimento.

8 Segundo a Epistemologia Genética, uma construgdo ‘anterior’ ‘abre’ as possibilidades para uma
construgdo ‘posterior’, sendo tal constru¢do ‘posterior’ mais complexa que a precedente. Com exce-
¢do dos primeiros esquemas construidos pelo recém-nascido que ‘alicercam-se’ no esquema-reflexo
jéa dado pela hereditariedade (a suc¢do), todos os demais sdo construidos por meio de um ‘movimento
continuo’ constituido pela assimilagdo-acomodagdo. Assim, torna-se importante considerar os conhe-
cimentos anteriores (prévios) dos alunos — enquanto um possivel ‘ponto de partida’ — na/durante a
proposicao das situagdes de ensino.

9 Observam-se, também, neste mecanismo de equilibragdo os seguintes ‘fatores’/elementos: 1.° a
dialética — considerada o aspecto inferencial da equilibragdo — caracteriza-se pela construcio de novas
interdependéncias (estabelecimento de relagdes entre diversos sistemas) (PIAGET et al., 1996); 2.° a
abstracio reflexionante — considerada um dos processo mais gerais do equilibrio — consiste na coor-
denacdo das acdes do sujeito (PIAGET ef al., 1995). Tal abstracdo, enquanto processo, € constituida
pelo “reflexionamento” (réfléchissement), ou seja, a projecdo (como através de um refletor) sobre um
patamar superior daquilo que foi tirado do patamar inferior (por ex., da a¢do a representacdo) e, de
outro lado, uma “reflexdo” (réflexion), entendida esta como ato mental de reconstrugdo e reorganiza-
¢do sobre o patamar superior daquilo que foi assim transferido do inferior. (PIAGET ef al., 1995, p.
274-275, grifo nosso)”.
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consideravel tempo e uma intensa atividade (agd@o fisica e cognitiva) por parte do
sujeito, dai o ponto central da Epistemologia Genética defender a imprescindibilidade
da ac¢do do sujeito (sobre o objeto) ao/para o seu desenvolvimento.

Partindo dessa perspectiva da agdo, Piaget (1998a, 1998b, 2002) destaca alguns
elementos importantes a constituicdo de uma Educacdo de qualidade, a saber:
a) a importancia da a¢do do aluno sobre o objeto de conhecimento em estudo; b)
a questdo do interesse (enquanto aspecto dinamico da assimilacao) ser levado em
consideragdo no momento da proposicao das tarefas escolares de modo a propiciar
atividades necessarias (ou seja, capazes de serem assimiladas pelo aluno no seu atual
estadio de desenvolvimento) (PIAGET, 1998b); ¢) a importancia do trabalho em
grupo possibilitando a atividade colaborativa entre os sujeitos (PIAGET, 2002) e, por
conseguinte, a cooperac¢io necessaria a descentragio'’ do pensamento.

A teoria dos campos conceituais, por sua vez, ¢ considerada uma teoria cognitivista
neopiagetiana que permite “o estudo do desenvolvimento e da aprendizagem das
competéncias'' complexas, nomeadamente daquelas que revelam das ciéncias e das
técnicas.” (VERGNAUD, 1996a, p. 155). Devido a isso, tal teoria pode servir a
didatica, embora ndo se reduza a essa.

Vergnaud (1996a, 1996b) define campo conceitual? como sendo um conjunto
de situacdes que ‘exigem’, ao/para o seu tratamento, um determinado conjunto de
conceitos. Ao analisar as tarefas cognitivas e os procedimentos utilizados pelo sujeito

ao resolver os problemas provenientes das situagdes', Vergnaud ‘desloca’ o estudo das

10 A partir da interacdo entre os iguais (cooperacio), o individuo se ‘vé’ obrigado a diferenciar e
coordenar o seu ponto de vista com os demais, ou seja, descentrar-se; disso resulta a objetividade
caracteristica do pensamento operatorio.

11 Para Vergnaud, a competéncia de um individuo define-se: “— seja pelo fato de que ele é capaz de
lidar com uma certa classe de situagdes (ou para um conjunto de classes de situagdes); — seja pelo fato
de que ele dispde de um procedimento ou de um método que lhe permite fazer melhor que outro (pro-
cedimento mais rapido, mais geral, mais econdomico, menos aleatdrio...); — seja pelo fato que ele dispde
de um repertorio de procedimentos ou de métodos alternativos que lhe permite adaptar-se da melhor
maneira aos diferentes casos que podem se apresentar, em fungdo do valor tomado pelas diferentes
variaveis das situagdes.” (VERGNAUD, 1996b, p. 282, tradugdo nossa).

12 Vergnaud (1982, p. 40) também define o campo conceitual como sendo “um conjunto informal e
heterogéneo de problemas, situacdes, conceitos, relagdes, estruturas, conteudos e operagdes de pensa-
mento, conectados uns aos outros e, provavelmente, entrelagcados durante o processo de aquisi¢do.”.
Segundo esse autor, o conhecimento estd organizado em campos conceituais cujo dominio, por parte
do sujeito, ocorre ao longo de um consideravel periodo de tempo, através de experiéncia, maturidade
e aprendizagem.

13 Segundo Vergnaud (1996a), a ideia de situacdo ¢ a de tarefa cognitiva. Esse autor considera, tam-
bém, que “os processos cognitivos e as respostas do sujeito sdo fungdo das situacdes com as quais eles
se confrontam.” (VERGNAUD, 1996a, p. 171). Isto ¢, a acdo do sujeito (procedimental-material e
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estruturas gerais do pensamento (como realizado por Jean Piaget e colaboradores ao
tipificarem as operagdes ldgicas gerais) “para o estudo do funcionamento cognitivo do
“sujeito-em-situa¢do™” (FRANCHI, 2010, p. 195). No entanto, Vergnaud considera a
pertinéncia dos ‘elementos’ tedricos piagetianos — tais como, adaptac¢ao (assimilagao-
acomodacio), interacido, reequilibrio-equilibrio (mecanismo de equilibracao) e
esquema — para explicar a génese e o desenvolvimento cognitivo do sujeito; inclusive,
proprio conceito de esquema'* ¢ por ele utilizado e ‘ampliado’.

Em relagdo ao ‘conceito’ (de qualquer area cientifica e ou técnica-profissional),
Vergnaud (19964, p. 156, [comentario nosso]) afirma que o mesmo nao se reduz a sua
defini¢cdo (formalizada), “pelo menos quando nos interessamos pela sua aprendizagem
e pelo seu ensino. E através das situacdes e dos problemas a resolver que um conceito
adquire sentido para a crianga [e para o adolescente/adulto].”. Para Vergnaud (1996a,),
um conceito — em uma abordagem psicoldgica e didatica — deve ser compreendido

enquanto um trig€meo de trés conjuntos' (considerados ao mesmo tempo), a saber:

C=(,Lys)
S: conjunto das situagdes que ddo sentido ao conceito (a referéncia);

I: conjunto das invariantes nas quais assenta a operacionalidade dos esquemas (o
significado);

s: conjunto das formas pertencentes e ndo pertencentes a linguagem que permitem
representar simbolicamente o conceito, suas propriedades, as situacdes e o0s
procedimentos de tratamento (o significante). (p. 166).

cognitiva-imaterial) esta ‘em funcdo’ das situagcdes com as quais estabelece uma interagao.

14 Segundo Vergnaud (1996a, p. 157, grifos do autor), o esquema ‘refere-se’ “a organizacao inva-
riante da conducta para uma dada classe de situacdes. E nos esquemas que se tem de procurar os
conhecimentos-em-acto do sujeito, ou seja, os elementos cognitivos que permitem a ac¢ao do sujeito
ser operatoria.”. Cabe destacar, devido ao interesse do presente capitulo, que todo algoritmo (inclusi-
ve o algoritmo matematico convencional utilizado em sala de aula) ¢ um esquema; no entanto, nem
todo esquema € um algoritmo, pois lhe falta a efetividade, “isto é, a propriedade de chegar ao fim com
seguranca num numero finito de passos. Os esquemas sdo frequentemente eficazes, mas nem sempre
efectivos. Quando uma crianga utiliza um esquema ineficaz para determinada situacdo, a experiéncia
condu-la, quer a mudar de esquema, quer a alterar o esquema. Com Piaget, podemos dizer que os
esquemas se encontram no centro do processo de adaptag@o das estruturas cognitivas: assimilagdo e
acomodagdo.” (VERGNAUD, 1996a, p. 159).

15 Arespeito dos trés conjuntos (S, I, 5), Vergnaud (1996a, p. 166) adverte o seguinte: “Nao existe, em
geral, bijecdo entre significantes e significados, nem entre invariantes e situagdes. Nao se pode, pois,
reduzir o significado, nem aos significantes, nem as situagdes.”.



16 FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

Em sintese, Vergnaud (2011) defende a importancia do par situacio/esquema e,
também, o papel do professor a partir da teoria dos campos conceituais:
O conceito de esquema ¢ essencial porque ele designa formas de organizacdo da
atividade para classes de situagdes bem identificadas e circunscritas. O par tedrico
situacio/esquema deve entdo substituir o par estimulo/resposta, de um behaviorismo
estreito ao extremo; o par sujeito/objeto, embora inevitavel, ¢ ele proprio muito geral
para permitir estudos empiricos precisos. No entanto, esse privilégio tedrico do par
situacido/esquema ndo deve fazer com que se subestime o papel da linguagem e de
outras formas simboélicas na conceitualizacio e na comunicac¢io, incluindo-se,
nesse caso, também, a comunicag¢o didatica. O professor ¢ um mediador essencial,
evidentemente, mas seu papel ndo se limita a acompanhar a atividade dos alunos,
tutelando-os: a presente contribuicdo tenta mostrar que, na profissionalizacdo do
professor, sdo essenciais as duas fungdes, a da escolha das situagdes a serem propostas

aos alunos, e a da representagdo de sua estrutura conceitual por meio de formas
simbdlicas acessiveis. (p. 26, grifos do autor).

‘Findada’ essa breve discussdo acerca da Epistemologia Genética e da teoria dos
campos conceituais, na subsecdo seguinte abordar-se-do algumas consideracdes a

respeito do campo conceitual aditivo.

O CAMPO CONCEITUAL ADITIVO

Para Vergnaud (2009, p. 197), o campo conceitual aditivo ¢ constituido de/por
situacdes-problema “cuja solugdo exige tdo somente adigdes ou subtragdes”. Dentre
as seis categorias de relagdes do campo conceitual aditivo'® definidas por Vergnaud
(2009), abordar-se-ao as trés primeiras pelo fato das mesmas serem objeto de ensino
no 3.° ano do Ensino Fundamental. Além disso, essas trés primeiras categorias
contemplam os diferentes significados (juntar, acrescentar, separar, retirar,

comparar ¢ completar) ‘contidos’ nas situagdes-problema de adi¢do e de subtragio;

16 As outras trés categorias definidas por Vergnaud (2009) séo:

D — Duas transformagdes se compdem para resultar em uma transformagao. Por exemplo: “Paulo ga-
nhou ontem 6 bolinhas de gude e hoje perdeu 9 bolinhas. Em tudo, ele perdeu 3.” (p. 204).

E — Uma transformagdo opera sobre um estado relativo (relagdo) para resultar em um estado relativo.
Por exemplo: “Paulo devia 6 bolinhas de gude para Henrique. Ele devolveu 4. Agora, ele lhe deve
somente 2 bolinhas.” (p. 204).

F — Dois estados relativos (relagdes) se compdem para resultar em um estado relativo. Por exemplo:
“Paulo deve 6 bolinhas de gude a Henrique, mas Henrique lhe deve 4. Entdo, Paulo deve 2 bolinhas a
Henrique.” (p. 205).

Cada uma dessas categorias também se divide em diversas classes dependendo da ‘posi¢do’ da incog-
nita e do ‘sinal’ (positivo ou negativo) das transformagdes e/ou das relagdes. Além disso, diferentes
classes pertencentes a uma mesma categoria apresentam niveis de complexidade diferentes.
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significados esses presentes na habilidade EFO03MAO06 ‘contemplada’ na proposta de
ensino a ser apresentada na proxima segao.

Na primeira categoria das relagdes do campo conceitual aditivo (Categoria A),
duas medidas (M, e M,, denominadas ‘as partes’) se compdem/‘combinam’
para resultar em uma terceira medida (M,, o ‘todo’). Dependendo da ‘posi¢do’ da
incognita, observam-se duas classes de situagdes-problema conforme apresentado no

quadro seguinte:

Quadro 1 — Categoria de relagdes aditivas envolvendo a composicao entre medidas.

CATEGORIA A CLASSES DE SITUACOES-PROBLEMA SIGNIFICADO

Duas medidas se com-

~ A.1 - Aincdgnita (x) éa M.. Juntar’
poem para resultar em 3
uma terceira.
M, (medida) A.2 - Aincégnita(x)éaM_ oua M., lSeparar , ou
! 2 Completar

M, (medida)
M, (medida resultante)

Fonte: Elaborado pelo autor — adaptado de Vergnaud (2009).

Para uma melhor compreensao a respeito dessa categoria (e de suas classes),
apresenta-se — a seguir — um exemplo para cada uma das classes, bem como uma breve
discussao a respeito de sua resolucao e significado.

*  Quando a incognita (x) € a M, (medida resultante), observa-se a classe abaixo:

Exemplo da classe A.1: Na horta comunitéria cultivada na escola, ha 26 ‘pés’ de
alface e 20 ‘pés’ de couve. Quantos ‘pés’ de hortalicas ha nessa horta?

Medida 1: 26 ‘pés’ de alface

Medida 2: 20 ‘pés’ de couve

Medida 3: x (a incégnita) representando o total de hortaligas

Para resolver tal situagcdo, ‘juntam-se’ as medidas 1 e 2 obtendo-se, assim,
o resultado 46 ‘pés’ de hortalicas. Em situagdes-problema dessa classe, a ideia/o

significado relacionado € o de ‘juntar’. A operacao utilizada na/para a resolugdo ¢ a
adicao (26 + 20).

. uando a incognita (x) € a M. (ou a M), observa-se a classe a seguir:
1 2

Exemplo da classe A.2: Na horta comunitaria cultivada na escola ha um total de
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46 ‘pés’ de hortalicas. Esse total ¢ formado por ‘pés’ de alface e por ‘pés’ de couve.
Sabendo-se que ha 26 ‘pés’ de alface, entdo, quantos ‘pés’ de couve hé nessa horta?
Medida 1: 26 ‘pés’ de alface
Medida 2: x (a incégnita) representando os ‘pés’ de couve
Medida 3: 46 ‘pés’ de hortalicas (‘pés’ de alface + ‘pés’ de couve)
Para resolver tal situacdo, pode-se: 1) ‘separar’ os 26 ‘pés’ de alface do total dos
46 ‘pés’ de hortalicas obtendo-se, assim, a quantidade dos ‘pés’ de couve ou, ii)
‘completar’ o quanto falta para, a partir dos 26 ‘pés’ de alface, obter/‘chegar’ no
total (46 ‘pés’ de hortalicas). No caso i), a ideia/o significado relacionado ¢ o de
‘separar’, cuja resolucdo ‘exige’ a operacao de subtracdo (46 — 26). Ja no caso ii), a
ideia/o significado relacionado ¢ o de ‘completar’. Nesse segundo caso, a operagao
utilizada ¢ a adicao (26 + 20).

Na segunda categoria das relacdes do campo conceitual aditivo (Categoria B),
uma transformacio dinamica T (positiva ou negativa) ‘opera’ sobre uma medida
M, (estado inicial) resultando em ‘outra’ medida M, (estado final). Dependendo
da ‘posicao’ da incognita, observam-se seis classes de situagdes-problema conforme

apresentado no quadro a seguir:

Quadro 2 — Categoria de relagdes aditivas envolvendo a transformacdo de uma medida.

CATEGORIA B CLASSES DE SITUAGOES-PROBLEMA SIGNIFICADO

B.1 - Aiincognita (x) € a M, (estado final) e:

Uma transformagao -~ -7 7 7--=7mm-mmmmmommmmosoooooosooooooooooooooooos oo oosooooooooooooooooooe
opera sobre uma me-
dida pararesultarem B.2- Aincdgnita(x)éaTe:

outramedida. T T

‘Diferenca’ ou

M, (estado inicial) B.2.2 - H4 uma transformacao negativa. ‘Complemento

T (transformacéo) —— - —
B.3 - Aincdgnita (x) é a M, (estado inicial) e:
M, (estado final) oL

B.3.2 - Ha uma transformacao negativa. ‘Acrescentar’

Fonte: Elaborado pelo autor — adaptado de Vergnaud (2009).

Para uma melhor compreensdo a respeito dessa categoria (e de suas classes),
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apresenta-se — a seguir — um exemplo para cada uma das classes, bem como uma breve
discussao a respeito de sua resolucao e significado.
*  Quando a incognita (x) € a M, (estado final), observam-se duas classes:
Exemplo da classe B.1.1: Mateus tinha 35 bolinhas de gude e ganhou 9 bolinhas
de gude. Quantas bolinhas de gude Mateus tem agora?
Medida 1 (estado inicial): 35 bolinhas de gude
Transformagao positiva: ganhou 9 bolinhas de gude
Medida 2 (estado final): x (a incégnita)

Para resolver tal situacdo, ‘acrescentam-se’ 9 bolinhas de gude (transformacgao

positiva +9) a medida 35 bolinhas de gude (estado inicial) obtendo-se, assim, a
medida 44 bolinhas de gude (estado final). Em situagdes-problema dessa classe, a
ideia/o significado relacionado ¢ o de ‘acrescentar’. A operacao utilizada na/para a

resolucao ¢ a adigao (35 +9).

Exemplo da classe B.1.2: Mateus tinha 35 bolinhas de gude e perdeu 9 bolinhas de
gude. Quantas bolinhas de gude Mateus tem agora?
Medida 1 (estado inicial): 35 bolinhas de gude
Transformagdo negativa: perdeu 9 bolinhas de gude

Medida 2 (estado final): x (a incégnita)

Para resolver tal situagdo, ‘retiram-se’ 9 bolinhas de gude (transformagao negativa

—9) da medida 35 bolinhas de gude (estado inicial) obtendo-se, assim, a medida
26 bolinhas de gude (estado final). Em situagdes-problema dessa classe, a ideia/o
significado relacionado € o de ‘retirar’. A operacgdo utilizada na/para a resolugdo ¢
a subtragdo'’ (35 -9).

*  Quando a incognita (x) ¢ a T (transformacao), observam-se duas classes:
Exemplo da classe B.2.1: Mateus acabou, agora, um jogo de bolinhas de gude.
Ele tinha, antes de jogar, 35 bolinhas de gude. E, agora, ele tem 44 bolinhas de gude.

17 Segundo Vergnaud (2009, p. 209, grifos do autor), a operagdo de subtracdo relacionada a essa
classe de situagdes constitui uma “operacao sui generis, que nao supde, de forma alguma, a introdugao
prévia da adicdo. Dar, perder, descer, diminuir, etc. sdo transformagdes que tém uma significagao pro-
pria. Evidentemente, elas vao de par com as transformacdes opostas, receber, ganhar, subir, aumentar,
etc., mas elas ndo lhe sdo, de modo algum, subordinadas. A subtracdo ndo precisa ser definida como
a inversa da adicdo, ela tem uma significagdo propria; e o problema que se impde ao professor ¢ o de
mostrar o carater oposto ou reciproco da adi¢ao e da subtragdo, ndo da segunda em relagdo a primeira.”.
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Quantas bolinhas de gude Mateus ganhou nesse jogo?

Medida 1 (estado inicial): 35 bolinhas de gude
Transformagao positiva: x (a incognita)
Medida 2 (estado final): 44 bolinhas de gude

Para resolver tal situagdo, pode-se: i) subtrair 35 bolinhas de gude (medida:

estado inicial) da medida 44 bolinhas de gude (estado final) obtendo-se, assim, a
transformagdo positiva (+9) que representa a quantidade de bolinhas de gude que
Mateus ganhou no jogo; ii) ‘completar’ o quanto falta para, a partir da medida 35
bolinhas de gude (estado inicial), ‘chegar’ na medida 44 bolinhas de gude (estado
final). No caso 1), a ideia/o significado relacionado € o da ‘diferenca’ entre os estados
final e inicial, cuja resolugdo ‘exige’ a operagao de subtragdo (44 — 35). Ja no caso
ii), a ideia/o significado relacionado ¢ o de ‘completar’, cuja resolucao ‘exige’ a

operagao de adigao (35 +9).

Exemplo da classe B.2.2: Mateus acabou, agora, um jogo de bolinhas de gude.

Ele tinha, antes de jogar, 35 bolinhas de gude. E, agora, ele tem 26 bolinhas de gude.

Quantas bolinhas de gude Mateus perdeu nesse jogo?

Medida 1 (estado inicial): 35 bolinhas de gude

Transformagdo negativa: x (a incégnita)

Medida 2 (estado final): 26 bolinhas de gude

Para resolver tal situag@o'®, subtraem-se 26 bolinhas de gude (medida: estado final)

da medida 35 bolinhas de gude (estado inicial) obtendo-se, assim, a transformagao
negativa (—9) que representa a quantidade de bolinhas de gude que Mateus perdeu no
jogo. Em situacdes-problema dessa classe, a ideia/o significado relacionado € o da
‘diferenca’ entre os estados inicial e final. A operacao utilizada na/para a resolug¢ao
¢ a subtracdo (35 — 26).

18 Além desse procedimento ‘diferenca’ entre os estados inicial e final, Vergnaud (2009, p. 210) iden-
tifica o procedimento “complemento” que consiste em ‘buscar’ o que ¢ preciso retirar do estado inicial
para ‘chegar’ ao estado final. No caso do exemplo B.2.2, realiza-se a operacdo de subtracdo (35—-9) e,
como o resultado (26: estado final) ¢ 0 mesmo que a medida dada no enunciado, conclui-se que foram
perdidas 9 bolinhas de gude no jogo.
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*  Quando a incognita (x) € a M, (estado inicial), observam-se outras duas classes:

Exemplo da classe B.3.1: Mateus tinha uma quantidade inicial de bolinhas de gude
e ganhou 9 bolinhas de gude, ficando com um total de 44 bolinhas de gude. Quantas
bolinhas de gude Mateus tinha inicialmente?

Medida 1 (estado inicial): x (a incégnita)

Transformagao positiva: ganhou 9 bolinhas de gude
Medida 2 (estado final): 44 bolinhas de gude

Para resolver tal situagdo, pode-se: i) ‘retirar’ 9 bolinhas de gude (a inversa'® da

transformagao positiva +9) da medida 44 bolinhas de gude (estado final) obtendo-se,
assim, a medida 35 bolinhas de gude (estado inicial); i1) ‘completar’ o quanto falta
para, a partir da transformacao positiva (+9), ‘chegar’ na medida 44 bolinhas de gude
(estado final)?°. No caso 1), a ideia/o significado relacionado é o de ‘retirar’, cuja
resolucao ‘exige’ a operagao de subtracao (44 —9). Ja no caso ii), a ideia/o significado
relacionado € o de ‘completar’. Nesse segundo caso, a operagao utilizada ¢ a adigao
(9 +35).

Exemplo da classe B.3.2: Mateus tinha uma quantidade inicial de bolinhas de gude
e perdeu 9 bolinhas de gude, ficando com um total de 26 bolinhas de gude. Quantas

bolinhas de gude Mateus tinha inicialmente?

19 Segundo Vergnaud (2009, p. 211), em situagdes-problema dessa classe, para determinar o estado
inicial (a incognita) faz-se necessario ‘operar’/‘aplicar’ sobre/no estado final a ‘inversa’ da transforma-
¢do. No caso do exemplo B.3.1, a ‘inversa’ da transformacdo positiva +9 ¢ a transformagao negativa
—9. Conforme aponta Vergnaud (2009, p. 211), até determinar o ‘complemento’, isto ¢, a transformagao
(positiva ou negativa) ‘correta’, a crianga pode realizar varias tentativas e corrigir-se em func¢ao do
resultado obtido.

20 Além dos casos i) e ii), Vergnaud (2009, p. 211) destaca um terceiro procedimento denominado
de “estado hipotético inicial”, “que consiste em formular uma hipdtese sobre certo estado inicial, em
aplicar-lhe a transformacdo direta, a encontrar um estado final, e a corrigir a hipotese de partida em
funcdo do resultado obtido (comparagdo do estado final assim encontrado e do estado final dado no
problema).”. Esse mesmo procedimento ¢ valido para a classe B.3.2 na qual, sabendo-se o “valor’ da
transformacdo negativa e da medida do estado final (‘apds’ a transformacdo), ‘procura-se’ a medida do
estado inicial (‘antes’) da transformacao.
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Medida 1 (estado inicial): x (a incégnita)
Transformagdo negativa: perdeu 9 bolinhas de gude
Medida 2 (estado final): 26 bolinhas de gude

Para resolver tal situacdo, ‘acrescentam-se’ 9 bolinhas de gude (a inversa da

transformagdo negativa —9) a medida 26 bolinhas de gude (estado final) obtendo-
se, assim, a medida 35 bolinhas de gude (estado inicial). Em situagdes-problema
dessa classe, a ideia/o significado relacionado € o de ‘acrescentar’, cuja operagdo
utilizada ¢ a adicao (26 +9).

Na terceira categoria das relagdes do campo conceitual aditivo (Categoria C),
estabelece-se uma relacio estatica (R) de comparacdo entre as medidas M,
(referente) e a M, (referida). O referente representa o ‘objeto’ no qual a situagéo-
problema se baseia para estabelecer a relacao (R). Ja o referido constitui o ‘objeto’ que
apresenta uma relacdo (R) com o referente. Dependendo da ‘posi¢do’ da incdgnita,
observam-se seis classes de situagdes-problema conforme apresentado no quadro a

seguir:

Quadro 3 — Categoria de relagdes aditivas envolvendo uma comparagio/relagao entre duas medidas.

CATEGORIA C CLASSES DE SITUACOES-PROBLEMA SIGNIFICADO DE ‘COMPARAR’E

C.1-Aincognita (x) éa M, e:

Uma relacio C.1.1-Hauma relacao positiva. ‘Acrescentar’
‘liga’ duas medi- "€.1.2_Hjumarelagio negativa. - ‘Retirar’
das. C.2-Aincégnita (x) éaRe:
e G2 Hamardaioposivgieangyos oo
R (relacéo) C.2.2 - Ha uma relagado negativa. ‘Diferenca’ ou ‘Complemento’
M, (referida) C.3 - Aincognita (x) éa M, e:
'C3.1-Haumarelagio positiva. ‘Retirar’ ouCompletar’
'C3.2-Héumarelagio negativa. Acrescentar’

Fonte: Elaborado pelo autor — adaptado de Vergnaud (1982, 2009).

Para uma melhor compreensdo a respeito dessa categoria (e de suas classes), a
seguir apresenta-se um exemplo para cada uma das classes, bem como uma breve

discussao a respeito de sua resolucao e significado.
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*  Quando a incognita (x) € a M, (referida), observam-se duas classes:
Exemplo da classe C.1.1: Jodo tem 12 anos de idade. Paulo tem 5 anos a mais que
Jodo. Quantos anos tem Paulo?
Medida 1 (referente): idade de Jodo (12 anos)

Relacao positiva: 5 anos a mais que Joao

Medida 2 (referida): x (a incognita) representando a idade de Paulo

Para resolver tal situagdo, ‘acrescenta-se’ a relagdo positiva (+5) a idade de Joao
(12: medida referente) obtendo-se, assim, a idade de Paulo (17: medida referida).
Além da ideia/o significado de ‘comparar’/‘comparacao’, as situagdes-problema
dessa classe envolvem a ideia/o significado de ‘acrescentar’. A operacao utilizada

na/para a resolucdo ¢ a adicado (12 +5).

Exemplo da classe C.1.2: Jodo tem 12 anos de idade. Paulo tem 5 anos a menos
que Jodo. Quantos anos tem Paulo?
Medida 1 (referente): idade de Jodo (12 anos)

Relagdo negativa: 5 anos a menos que Joao

Medida 2 (referida): x (a incégnita) representando a idade de Paulo

Para resolver tal situagdo, ‘retiram-se’ 5 anos (relagdo negativa: —5) da idade de
Jodo (12: medida referente) obtendo-se, assim, a idade de Paulo (7: medida referida).
Além da ideia/o significado de ‘comparar’/‘comparacio’, as situagdes-problema
dessa classe envolvem a ideia/o significado de ‘retirar’. A operacdo utilizada na/

para a resolugdo ¢ a subtragdo (12 —5).

*  Quando a incognita (x) ¢ a R (relagdo), observam-se duas classes:
Exemplo da classe C.2.1: Jodo tem 12 anos de idade e Paulo tem 17 anos de idade.

Quantos anos de idade Paulo tem a mais que Jodao?
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Medida 1 (referente): idade de Jodo (12 anos)
Relacdo positiva: x (a incégnita) anos a mais que Jodo
Medida 2 (referida): idade de Paulo (17 anos)

Para resolver tal situacao, pode-se: 1) subtrair 12 (idade de Joao: medida referente)

da medida referida (17: idade de Paulo) obtendo-se, assim, a relacao positiva (+5)
que representa quantos anos a mais Paulo possui em comparagdo a idade de Joao;
i1) ‘completar’ o quanto falta para, a partir da medida referente (12: idade de Jodo),
‘chegar’ na medida referida (17: idade de Paulo). No caso 1), a ideia/o significado
relacionado ¢ o da ‘diferen¢a’ entre as medidas referida e referente, cuja resolugdo
‘exige’ a operacdo de subtracdo (17 — 12). J& no caso ii), a ideia/o significado
relacionado ¢ o de ‘completar’, cuja resolucao ‘exige’ a operacao de adigao (12 +
5). Em ambos os casos, estd inerente a ideia/o significado de ‘comparar’ as duas
medidas (referente e referida).

Exemplo da classe C.2.2: Jodo tem 12 anos de idade e Paulo tem 7 anos de idade.

Quantos anos de idade Paulo tem a menos que Jodao?
Medida 1 (referente): idade de Jodo (12 anos)

Relacdo negativa: x (a incégnita) anos a menos que Jodao
Medida 2 (referida): idade de Paulo (7 anos)

Para resolver tal situacdo, pode-se: 1) subtrair 7 (idade de Paulo: medida referida) da

medida referente (12: idade de Jodo) obtendo-se, assim, a relacdo negativa (—5) que
representa quantos anos a menos Paulo possui em comparagao a idade de Jodo; ii)
‘complementar’ o quanto deve ser retirado da medida referente (12: idade de Jodo)
para ‘chegar’ na medida referida (7: idade de Paulo). No caso 1), a ideia/o significa-
do relacionado ¢ o da ‘diferenca’ entre os as medidas referente e referida, cuja reso-
lucdo ‘exige’ a operagdo de subtragdo (12— 7). Ja no caso ii), a ideia/o significado
relacionado € o de ‘complementar’, cuja resolucio ‘exige’ a operacao de subtragao
(12 — 5). Em ambos os casos, estd inerente a ideia/o significado de ‘comparar’ as

duas medidas (referente e referida).

*  Quando a incognita (x) ¢ a M1 (referente), observam-se duas classes:
Exemplo da classe C.3.1: Jodo tem uma determinada idade (em anos). Paulo
tem 17 anos de idade e sabe-se que ele tem 5 anos a mais que Jodo. Quantos anos tem

Joao?
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Medida 1 (referente): x (a incognita) representando a idade de Jodo

Relacdo positiva: 5 anos a mais que Joao

Medida 2 (referida): idade de Paulo (17 anos)

Para resolver tal situagdo, pode-se: 1) ‘retirar’ 5 (a inversa da relagdo positiva
+5) da idade de Paulo (17: medida referida) obtendo-se, assim, a idade de Jodo (12:

medida referente); i1) ‘completar’ o quanto falta para, a partir da relagdo positiva (+5),

‘chegar’ na idade de Paulo (17: medida referida). No caso 1), a ideia/o significado
relacionado € o de ‘retirar’, cuja resolucao ‘exige’ a operacao de subtracao (17 —35).
Ja no caso ii), a ideia/o significado relacionado ¢ o de ‘completar’. Nesse segundo
caso, a operacgao utilizada ¢ a adi¢ao (5 + 12). Em ambos os casos, estd inerente a

ideia/o significado de ‘comparar’ as duas medidas (referente e referida).

Exemplo da classe C.3.2: Jodo tem uma determinada idade (em anos). Paulo tem 7
anos de idade e sabe-se que ele tem 5 anos a menos que Jodo. Quantos anos tem Jodo?

Medida 1 (referente): x (a incégnita) representando a idade de Jodo

Relagdo negativa: 5 anos a menos que Joao
Medida 2 (referida): idade de Paulo (7 anos)

Para resolver tal situacdo, ‘acrescenta-se’ 5 (a inversa da relacdo negativa —5) a

idade de Paulo (7: medida referida) obtendo-se, assim, a idade de Jodo (12: medida
referente). Além da ideia/o significado de ‘comparar’/‘comparagao’, as situacdes-
problema dessa classe envolvem a ideia/o significado de ‘acrescentar’, cuja operacao

utilizada na/para a resolucao ¢ a adi¢ao (7 + 5).

Além destas diferentes categorias de relagcdes do campo conceitual aditivo, a
construgdo desse campo, pelo aluno, também ‘envolve’ outros conceitos, tais como:
conjunto numérico (natural, inteiro, racional, etc.), nimero enquanto medida (maior/
menor que), antecessor e sucessor, sistema de numeracao decimal, base de um sistema
de numeragdo, aumento e diminui¢ao, ganho e perda, correspondéncia, etc.

Em relagao ao nivel de complexidade, Vergnaud (2009) argumenta que as diferentes
classes apresentam diferentes niveis de complexidade no que tange a sua resolucao/
compreensdo. Além desses diferentes niveis de complexidade, uma mesma classe pode
apresentar maior (ou menor) complexidade dependendo de alguns fatores presentes na

situagdo-problema, tais como: a) a ordem dos nimeros (unidade, dezena, centena,
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etc.); b) o conjunto numérico (natural, racional, etc.); c) a ordem e a apresentagdo das

informagdes. Ainda sobre o nivel de complexidade, Magina et al. (2001) realizam a

seguinte classificagdo:

Quadro 4 — Nivel de complexidade das relagdes do campo aditivo.

NIVEL DE )
COMPLEXIDADE CATEGORIA | CLASSE(S) DE SITUACAO(S)-PROBLEMA

A A.1:a incégnita (x) é a medida resultante.
B.1.1: a incégnita (x) é a medida-estado final de uma

PROTOTIPO transformacao positiva.

B.1.2: a incognita (x) é a medida-estado final de uma
transformacao negativa.
A A.2: a incégnita (x) é uma das medidas das partes.
1.2 EXTENSAO 8 B.2.1: a incognita (x) é a transformacéo positiva.
B.2.2: a incégnita (x) é a transformacgdo negativa.
C.1.1: a incognita (x) é a medida referida de uma relacdo po-
- sitiva.

2.2 EXTENSAO € e
C.1.2: a incégnita (x) é a medida referida de uma relagcéo ne-
gativa.

- C.2.1: a incégnita (x) é a relacao positiva.

3.2 EXTENSAO C e

C.2.2:aincégnita (x) é a relacdo negativa.
B B.3.1: a incognita (x) é a medida-estado inicial de uma
transformacao positiva.
B.3.2: a incognita (x) é a medida-estado inicial de uma
R transformacao negativa.
4.2 EXTENSAO
C C.3.1: a incégnita (x) é a medida referente de uma relacdo po-

sitiva.

C.3.2: a incégnita (x) é a medida referente de uma relagao ne-
gativa.

Fonte: Elaborado pelo autor, adaptado de Magina et al. (2001).

As classes de situacdes-problema classificadas no nivel protétipo sao as de menor

complexidade. Nessas classes prototipicas (A.1, B.1.1 e B.1.2), a propria estrutura

semantica do enunciado da ‘indicios’ sobre qual operacao (adi¢cdo ou subtragao) utilizar.

A medida que ‘aumenta’ a ordem da extensdo, as classes de situacdes-problema vao

se tornando cada vez mais complexas em termos de sua resolugdo/compreensao. As

classes da 4." extensao (B.3.1, B.3.2, C.3.1 e C.3.2) sdo, dentre todas, as de maior
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nivel de complexidade pelo fato de ‘exigirem’, do aluno, uma ‘operagdo inversa’.
Para resolvé-las, deve-se ‘aplicar’ o ‘inverso’ da transformacao (ou da relagdo) na
medida estado final (ou na medida referente) para se obter a medida estado inicial (ou
a medida referida).

Como um possivel ‘desfecho’ da presente subsecao, faz-se pertinente a seguinte
citagdo evidenciando o papel/a importancia do professor em abordar as diversas classes
de situacoes-problemas (do campo conceitual aditivo) na/durante a Educacao Basica:

Se quisermos valorizar a capacidade de pensamento dos estudantes, serd necessario
oportunizar que eles resolvam diferentes tipos de situagdes-problema, por isso, € preciso
que o professor tenha clareza das dificuldades presentes nos problemas que propde, para
nao ficar repetindo situagdes que exigem do aluno sempre o mesmo raciocinio. Tanto
devem ser propostos problemas que, embora solucionados com uma mesma operagao
matematica, envolvem diferentes tipos de raciocinios e organizagdo do pensamento,

como problemas que relacionam variados conceitos. (ETCHEVERRIA; CAMPOS;
SILVA, 2016, p. 646, grifo nosso).

Na proxima se¢ao apresentar-se-4 uma proposta de ensino, valendo-se dos referenciais
tedricos abordados, na qual ‘contempla-se’ a habilidade EFO3MAO06 proposta pela
BNCC.

UMA PROPOSTA PARA O ENSINO DO CAMPO
CONCEITUAL ADITIVO

A presente proposta de ensino visa contribuir com a pratica pedagdgica do
professor do 3.° ano do Ensino Fundamental no que tange a abordagem de situagdes-
problema envolvendo os diferentes significados da adi¢ao e da subtracdo. A partir das
discussoes teodricas realizadas, faz-se possivel pensar em acgdes/atividades — a serem
desenvolvidas com os alunos — que contemplem as diversas classes de situacdes-
problema do campo conceitual aditivo. Ao resolverem (e elaborarem) essas situacdes,
espera-se que o aluno — e por meio de sua inter(acdo) com/sobre as situagdes-problema
— construa (gradativamente) tal campo conceitual. Por uma questao de sistematizacao,
num primeiro momento apresentar-se-a a ‘estrutura geral’ da proposta de ensino. Em
seguida, apresentar-se-30, na subse¢do seguinte, alguns exemplos de atividades e
situacdes-problema a serem utilizadas em sala de aula.

Em sua ‘estrutura geral’, a proposta de ensino?! esta organizada nas seguintes agdes:
21 Faz-se importante salientar que a presente proposta de ensino ocorrerd em diversas aulas distribui-
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1. Levantamento dos conhecimentos prévios dos alunos por meio da aplicagao de ativida-
de(s) individual(s) constituida(s) por diversas classes de situa¢des-problema do campo
conceitual aditivo. Investigar os conhecimentos anteriores torna-se importante a propo-
sicdo de atividades interessantes e necessarias (PIAGET, 1998b) e que, efetivamente,
‘causem’ desequilibrios possiveis de serem assimilados-acomodados (PIAGET, 1976).

1.1. Socializacao das resolugdes das situagdes-problema elaboradas pelos alunos.

2. Abordagem de situagdes-problema? — por meio de varias atividades*— contemplando as
diversas classes de relagcdes do campo conceitual aditivo. Essa abordagem dar-se-a de
maneira individual e/ou em grupo(s)*, além de ser constituida por questionamentos® e
explicacdes que o professor julgar pertinentes. Por exemplo, ao identificar a dificuldade
do aluno na utilizagdo do algoritmo convencional da adi¢do (ou da subtracdo) — algo-
ritmo esse que constitui um dos meios possiveis a resolugdo da situagdo-problema — o
professor pode (e deve) intervir/explicar de modo a auxiliar/ajudar o aluno.

2.1. Socializa¢do?® das resolugdes?’ das situa¢des-problema elaboradas pelos alunos.
Na/durante a socializag@o, o professor pode realizar alguns questionamentos, tais
como: “Quantas maneiras diferentes foram utilizadas para resolver a situagdo-
-problema?”; “Qual é maneira mais econémica/rapida?”; “De que maneira vocé
explicaria para o seu colega como resolveu a situacdo-problema?”; “E possivel

das num periodo de varias semanas (meses). Como a constru¢ao do campo conceitual aditivo ‘exige’
um consideravel tempo de acao-experiéncia-aprendizagem a ser realizada pelo aluno, entdo, cabe ao
professor administrar a quantidade de aulas necessarias. Fica, também, a critério do professor adminis-
trar (para cada aula) o tempo necessario a realizacdo das a¢des que constituem a proposta de ensino.

22 Torna-se relevante pontuar — e em consonancia aos diversos estudos da area da Educagdo (Matema-
tica) — que a situacdo-problema constitui o ‘ponto de partida’ da pratica pedagogica (de Matematica)
devido a sua potencialidade em ‘provocar’, no aluno, o seu ‘agir’/‘pensar’ sobre o objeto matematico.
23 Na proxima subsecdo abordar-se-ao algumas atividades a serem realizadas em sala de aula.

24 Conforme ja discutido na se¢@o anterior, o trabalho em grupo — quando caracterizado de/por rela-
¢oOes colaborativas/cooperativas — pode auxiliar no/durante o processo de descentragao (PIAGET,
2002) do pensamento. Tal descentragdo, inclusive, pode advir dos momentos/agdes de socializagdo
presentes na proposta de ensino.

25 Alguns exemplos de questionamentos possiveis: “As informagoes que aparecem na situa¢do-pro-
ema sdo suficientes a sua resolu¢do?”; “Como ‘iniciar’a resolug¢do da situa¢do-problema?”; “Qua
bl t lugdo?”; “C / da sit blema?”; /
é a ideia principal da situagdo-problema?”; “Ha outra maneira de resolver a situagdao-problema?”; O
resultado obtido tem sentido no contexto da situagdo-problema?”; “Como vocé determinou a resposta

da situagdo-problema?”’; etc.

26 Sugere-se que o professor exponha as resolugdes elaboradas pelos alunos em um mural e/ou “varal’®
de modo que as mesmas fiquem expostas durante um periodo de tempo e que possibilitem, aos alunos,
observarem as resolugdes realizadas pelos outros colegas e ‘confrontarem’ com as suas proprias reso-
Iugdes.

27 Durante a resolucao das situagdes-problemas — e considerando o estaddio de desenvolvimento dos
alunos do 3.° ano do Ensino Fundamental — o professor pode disponibilizar materiais concretos (ma-
terial dourado, dbaco, ‘tampinhas’ de garrafa, etc.). Tais materiais constituem um ‘meio de apoio’ para
o estabelecimento das relagdes matematicas e/ou dos céalculos a serem realizados pelos alunos quando
da resolucdo das situagdes-problema.
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resolver fazendo contas ‘de cabeca’?”’; etc.

3. Organizacio e sintese/sistematizacao do conteudo abordado. Neste momento, cabera
ao professor organizar/registrar as ideias/relacdes matematicas/significados inerentes
as situagdes-problema abordadas. Como um possivel ‘ponto de partida’, o professor
pode realizar o seguinte questionamento? aos alunos: “O que vocé aprendeu na aula?”.

Além das referidas a¢des, cabe ao professor — e no momento em que julgar adequado/
necessario — realizar avaliagoes diagnésticas individuais (e, também, por escrito)
visando identificar a constru¢do-aprendizagem das diversas relagdes (e significados)
do campo conceitual aditivo. Os resultados advindos dessas avaliagdes permitem a
constante (re)adequacdo das atividades (e das situagdes-problemas) desenvolvidas em
sala de aula.

‘Findada’ esta breve apresentagao/discussdo da ‘estrutura geral’ da presente proposta
de ensino, na proxima subse¢do apresentar-se-ao algumas sugestdes de atividades e

exemplos de situacdes-problema a serem realizadas nas aulas de Matematica.

ALGUNS EXEMPLOS DE ATIVIDADES E SITUACOES-
PROBLEMA

Ha uma grande variedade de atividades possiveis de serem utilizadas em sala de
aula na/para a abordagem de situagdes-problema do campo conceitual aditivo. Eis

alguns exemplos:

= Uma votacdo (realizada na sala de aula ou na escola), a contabilizagdo do total
de alunos (‘divididos’ em meninas e meninos) da sala/ou da escola, etc., podem
representar contextos para a proposi¢ao de situagdes-problema envolvendo a

Categoria A (a composi¢ao entre duas medidas, entre trés medidas, etc.).

» Jogos de tabuleiros (e dados) podem constituir um interessante contexto para,
a partir deles, serem propostas (pelo professor) situagdes-problema envolvendo
as diferentes classes da Categoria B na qual uma determinada medida ‘sofre’

uma transformacgéo (positiva ou negativa®) ao longo do tempo (das ‘jogadas’).

28 Os diversos questionamentos sugeridos (e a serem realizados) nas diversas a¢des visam o estabele-
cimento da comunicag¢ao didatica (VERGNAUD, 2011) entre os alunos e o professor. Nesta comuni-
cacdo, um ponto importante (a ser realizado pelo professor) constitui-se no ato de ‘ouvir atentamente’
o que os alunos tém a dizer (suas duvidas, suas hipoteses acerca de determinada resolugao, etc.).

29 Atransformacao negativa, neste caso, pode ocorrer quando o ‘marcador’ (utilizado no jogo de tabu-
leiro) ‘cair’ numa ‘casa’ que ‘solicite’ a ag@o de voltar/retornar um niimero x de ‘casas’.
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» A comparagdo entre as medidas (comprimento®’) dos alunos pode representar
uma interessante possibilidade para a proposi¢ao, pelo professor, de situagdes-
-problema envolvendo a Categoria C na qual se estabelece uma comparacao

entre duas medidas.

Além dessas atividades nas quais os alunos tém de resolver situa¢des-problemas ja
‘prontas’, faz-se importante que o docente solicite aos alunos que elaborem as proprias
situagdes-problema. O professor pode, por exemplo, ‘depositar’, em uma urna, papéis
nos quais estao escritos os significados das situagdes-problema de adicao e subtragao
(juntar, acrescentar, separar, retirar, comparar ¢ completar). Em seguida, cada
aluno (ou grupo de alunos) sorteia um papel e elabora uma situagdo-problema que
‘envolva’ tal significado. As situagdes-problema elaboradas podem ser trocadas entre
os proprios alunos (ou entre os grupos) de modo que os mesmos as resolvam. Apos,
realiza-se a socializacao das resolugoes.

No intuito de auxiliar o professor, no quadro seguinte apresentam-se alguns
exemplos de situagdes-problema das diversas classes do campo conceitual aditivo que

podem ser utilizadas em sala de aula.

30 Faz-se oportuno que o docente adote a unidade de medida em centimetros de modo a evitar ntime-
ros decimais.



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

31

Quadro 5 — Exemplos de situagdes-problema das categorias A, B e C do campo conceitual aditivo.

CLASSE * EXEMPLOS DE SITUACOES-PROBLEMA 2

1. Na sala de aula ha 15 meninos e 17 meninas. Quantos alunos ha na sala

CATEGORIA

A

Duas medi-
das se com-
poem para
resultar em
uma terceira.

Al

de aula?

2.0 senhor José tem uma pequena mercearia. No més de julho, ele realizou
a contagem do estoque e organizou as informagdes na seguinte tabela:

TIPO DE PRODUTO QUANTIDADE (unidades)
PRODUTO A 205
PRODUTO B 169
PRODUTO C 97

Quantos produtos A, B e C o senhor José possui no estoque?

1. Nasala de aula ha um total de 40 alunos. Sabendo-se que ha 19 meninas,

A2

entdo, quantos meninos ha na sala?

2. A escola realizou uma votacéo para a escolha da chapa do grémio estu-
dantil na qual concorreram as chapas A e B. No total, foram contados 657
votos validos. Sabendo-se que a chapa A obteve 309 votos, entado, quantos

votos obteve a chapa B?

31 As classes classificadas como sendo de 4. extensao (B.3.1, B.3.2, C.3.1 e C.3.2) podem representar
um ‘grande’ obstaculo aos alunos do 3.° ano do Ensino Fundamental. Assim, fica a critério do pro-
fessor, dependendo do nivel de desenvolvimento dos ‘seus’ alunos, aborda-las nesta etapa do Ensino

Fundamental.

32 Em algumas situa¢des-problema sugeridas ha ntimeros de 4. ordem. Contudo, cada professor pode
adequar a situag@o-problema de modo a utilizar a ordem numérica que julgar pertinente.
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1. Ana tinha um total de 15 brinquedos. Em sua festa de aniversario, ela
ganhou 13 brinquedos. Com quantos brinquedos Ana ficou?

B.1.1 2. 90 alunos estavam participando de uma gincana na quadra da escola.
Chegaram mais 33 alunos para participar da gincana. Quantos alunos es-
tdo, agora, participando da gincana?

1. Ana foi a feira comprar alguns legumes, verduras e frutas. Ela chegou a
feira com 25 reais e gastou 18 reais para realizar as suas compras. Quanto
sobrou, em dinheiro, para Ana?

2. 366 alunos estavam participando da Festa Junina realizada no patio da
escola. Depois de um tempo, 166 alunos, que participavam da festa, foram
embora. Quantos alunos ainda estdo participando da Festa Junina?

1. Marcos tinha 26 figurinhas. Depois de ganhar algumas figurinhas do seu
tio, Marcos acabou ficando com 43 figurinhas. Quantas figurinhas Marcos
Uma transfor- B.2.1 ganhou do seu tio?

macao opera 2. Luana tinha 18 reais. Depois que ganhou alguns reais de sua mae, ela

sobre uma ficou com 29 reais. Quantos reais Luana ganhou de sua mae?

medida para 1. Carlos tinha 38 bolinhas de gude. Ele perdeu algumas e ficou com 29.
resultar em

outra medi- Quantas bolinhas de gude Carlos perdeu?

da B.2.2 2. Natdlia foi ao supermercado fazer compras com 45 reais. Apds pagar as
compras, ela ficou com 16 reais. Quantos reais Natalia gastou no super-
mercado?

1. Ester comprou 2 bolas e ficou com 10 bolas. Quantos bolas Ester tinha
antes?

B.3.1 2. A biblioteca da escola recebeu 155 livros do governo e acabou ficando
com 1058 livros. Quantos livros a biblioteca tinha antes de receber os livros
do governo?

1. Jéssica tinha alguns pares de sapato em sua sapateira. Depois de doar
4 pares, ela acabou ficando com 10 pares de sapato. Quantos pares de
B.3.2 sapato Jéssica tinha antes de realizar a doacdo?

2. Jodo perdeu 35 figurinhas num jogo. Ele tem, agora, 302 figurinhas.
Quantas figurinhas Jodo tinha antes de jogar?
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1. Amanda tem 14 bonecas. Fernanda tem 8 bonecas a mais que
Amanda. Quantas bonecas tem Fernanda?

c1a 2. A escola A possui 856 alunos matriculados. A escola B possui, em
numero de matriculas, 296 alunos a mais que a escola A. Quantos
alunos matriculados a escola B tem?

1. José tem 56 anos de idade. O seu filho Pedro tem 29 anos a me-
nos que José. Quantos anos Pedro tem?

2. A vila A tem 358 moradores a menos que a vila B. Sabe-se que a
vila B tem 1089 moradores. Quantos moradores tém na vila A?

1. No jogo de tabuleiro, Jodo marcou 15 pontos e Luis marcou 19
pontos. Quantos pontos Luis marcou a mais em relacdo ao Joao?

2. Na escola A ha 988 alunos. Na escola B ha 1089 alunos. Quantos
alunos a escola B tem a mais em relacao a escola A?

1. Rafael tem 35 bolinhas de gude e Paulo tem 48 bolinhas de gude.
Quem tem menos bolinhas de gude? Quantas bolinhas de gude a

Uma relacao €22 menos?
‘liga’ duas - 2. No horto florestal ha 135 arvores da espécie A e 289 arvores da

medidas. espécie B. Quantas arvores da espécie A ha a menos em relagao as
arvores da espécie B?

1. Patricia tem algumas blusas e Leticia tem 6 blusas a mais que
Patricia. Sabendo que Leticia tem 13 blusas, quantas blusas tem

esi Patricia?
o 2. No final do jogo de boliche, Artur ficou com 145 pontos. Saben-
do que Artur ficou com 26 pontos a mais que Eric, com quantos

pontos Eric ficou?

1. Miguel possui 6 baldes a menos que Joaquim. Miguel tem 28
baldes. Quantos balées tem Joaquim?

€32 2. Ao final do jogo de basquete, a equipe de Paula ficou com 2 pon-
tos a menos que a equipe de Rafael. Sabe-se que a equipe de Paula
terminou o jogo com 10 pontos. Qual foi a pontuacdo da equipe
de Rafael?

Fonte: Elaborado pelo autor.

CONSIDERACOES FINAIS

Espera-se que as discussdes tedricas e didatico-metodologicas realizadas no presente
capitulo contribuam para um ‘pensar sobre’ a pratica pedagdgica de Matematica
que possibilite ao aluno (e por meio de sua acdo) construir os diversos conceitos
matematicos. Abordar as diversas classes de situagdes-problema torna-se fundamental
a construcao, pelos alunos, dos diversos significados envolvendo os problemas de

adicao e subtragao.
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Capitulo 2

O ENSINO PARA O DESENVOLVIMENTO DO
PENSAMENTO ALGEBRICO FACE AS CONCEPCOES
E DESAFIOS DOS PROFESSORES DOS ANOS
INICIAIS: NOVOS OLHARES

Roseli Regina Fernandes Lumang de Castro Nelson Antonio Pirola
Santana Quintiliano
INTRODUCAO

O capitulo que ora apresentamos trata-se de uma investigacdo no campo do ensino
da Algebra nos anos iniciais, entendida hoje, como uma demanda curricular entre as
unidades tematicas contempladas pela Base Nacional Comum Curricular - BNCC
(BRASIL, 2017) no ensino da Matemadtica, cujo objetivo ¢ compreender de que
maneira se apresentam as concepcoes e desafio dos professores pedagogos acerca do
ensino para o desenvolvimento do pensamento algébrico nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, e discutir algumas possibilidades de tarefas que podem potencializar
o desenvolvimento de tal pensamento matematico ainda nos primeiros anos de
escolaridade.

Os dados utilizados nesta investigacdo foram revisitados da producao de Santana e
Quintiliano (2017), os quais originaram-se a partir das observagdes e experiéncias de
sala de aula das autoras e de inquietagdes sobre a construcao do pensamento algébrico
nos alunos: tarefas significativas que contribuem para o seu desenvolvimento, o
baixo desempenho em avaliagdes externas com questdes que exijam articula-lo em
sua resolugdo, o conhecimento algébrico do professor que ensina Matematica nos
anos iniciais e o uso das tecnologias na sala de aula cada vez mais equivocadas. Tal
projeto foi realizado por meio de uma proposta metodologica de ensino com uma
turma de 4° ano do Ensino Fundamental, a partir da utilizacdo de ambiente virtual de

aprendizagem com tarefas articulando os campos da Aritmética, da Geometria e da



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS 37

Algebra como saberes igualmente importantes, contribuindo com o desenvolvimento
do pensamento algébrico e rompendo com a visdo tradicional do ensino da Algebra,
da crenca que os alunos sé estdo aptos a pensar algebricamente, por volta do sexto,
sétimo ano do Ensino Fundamental. Aqui discutimos a partir de respostas dadas no
Questionario 1, instrumento da referida pesquisa, pelos professores dos anos iniciais
sobre os seus saberes para o ensino do desenvolvimento do pensamento algébrico,
a fim de nortear e embasar percursos formativos, objetivando o aprimoramento da
pratica docente acerca da tematica.

Na perspectiva da Psicologia da Educa¢ao Matematica, lugar de onde vislumbramos
os processos de ensino e aprendizagem, entendemos que os aspectos afetivos que
permeiam as aprendizagens matemadticas sdo tdo importantes quanto os aspectos
cognitivos. Nesse sentido, o contato com boas experiéncias nas aulas de Matematica
logo no inicio da escolarizagdo podem contribuir para o desenvolvimento de atitudes e
crengas positivas em relacao a essa disciplina e, consequentemente, em determinados
contetidos especificos apresentados ao longo da escolaridade, bem como ja evidenciado
em diversos estudos a influéncia que a familia e professores podem exercer sobre o
individuo de maneira negativa ou positiva (BRITO, 1996).

Dizemos isso, pois dentre as areas que constituem a base da Matematica Escolar, a
Aritmética, a Geometria ¢ a Algebra, essa ultima ¢ apontada, de forma significativa,
como um dos campos que alunos e professores, de diferentes niveis de ensino,
apresentam mais aversao, despertando medo, angustia e ansiedade, como constatada
na pesquisa recente Santana (2019), estudo esse envolvendo professores dos anos
iniciais (in-service) e estudantes do curso de Pedagogia (pre-service). Isso justifica-se
ndo somente pelas metodologias de ensino utilizadas pelo professor, mas o proprio
desenvolvimento de conceitos e crengas que tangenciam o ensino da Algebra e o
conhecimento especializado do professor (CARRILLO et al, 2013).

Haja vista, tais consideracoes, defendemos que o ensino para o desenvolvimento
do pensamento algébrico deve acontecer desde os primeiros anos de escolaridade,
como corroboram os estudos de Blanton e Kaput (2005); Canavarro (2007); Ponte,
Branco e Matos (2009) e Mestre (2014), ndo como uma mera preparacao para os
anos subsequentes, mas para, além disso, trata-se do desenvolvimento da capacidade
de generalizar, da abstragdo do raciocinio matematico, de garantir os direitos de
aprendizagens das criangas, reduzindo também, possiveis impactos nas aprendizagens

algébricas e o rompimento das fronteiras entre os diferentes campos do saber
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matematico. Concordamos pela inclusdo do pensamento algébrico no curriculo ainda
nos anos iniciais “ndo sé pelo seu cardcter preparatdrio para a Algebra dos anos
posteriores, mas também o seu contributo para o aprofundamento da compreensao da
Matematica e do poder desta area do saber” (CANAVARRO, 2007, p. 92). Portanto,
A introdug@o do pensamento algébrico nos primeiros anos de escolaridade representa
um passo em frente muito significativo pela possibilidade que inspira de uma abordagem
a Matematica mais integrada e interessante, na qual os alunos desenvolvam as suas
capacidades matematicas motivados por uma actividade rica e com sentido, que lhes
possibilita a constru¢do de conhecimento relevante, com compreensao, ampliando o seu
patrimonio quer ao nivel dos processos, quer dos produtos matematicos (conhecimentos
que podem usar posteriormente). Em consequéncia, os alunos poderdo desenvolver uma
atitude favoravel em relagdo a Matematica, reconhecendo a sua unidade, o seu valor e o

seu poder, e poderao igualmente conseguir melhorar a preparagdo para as aprendizagens
posteriores, nomeadamente no dominio da Algebra. (CANAVARRO, 2007, p. 113)

Ainda que, consideramos um avango, a conquista de termos um documento
norteador (BRASIL, 2017), que traz explicitamente uma unidade tematica denominada
“Algebra”, sinalizando sua relevancia no desenvolvimento do pensamento matematico
ao longo da escolaridade dos alunos, infelizmente ainda este comete as mesmas falhas
de documentos curriculares anteriores (BRASIL, 1997, 2012), a falta de clareza, de
aspectos de conceptualizagio a respeito do ensino da Algebra nos anos iniciais do
Ensino Fundamental, a qual entendemos que se trata do ensino para o desenvolvimento
do pensamento algébrico. Apenas elencar habilidades que devem ser desenvolvidas em
sala de aula, ndo subsidia a pratica docente e continuaremos a ver tarefas algébricas
trabalhadas em sala de aula sem intencionalidade.

Nesse sentido, apresentamos algumas concepgdes e elementos caracterizadores do
pensamento algébrico, bem como as contribui¢des da literatura nacional e internacional,
em seguida, discutimos o que pensam os professores que ensinam Matematica nos
anos iniciais, suas concepgoes e desafios acerca do ensino para o desenvolvimento do
pensamento algébrico, com dados coletados de um grupo de cinco (05) professores de
uma escola particular do interior de Sao Paulo.

A posteriori, passamos a ilustrar, por meio de diferentes tarefas algébricas, algumas
possibilidades que potencializam o trabalho pedagoégico para o desenvolvimento
desse pensamento matematico, as quais abordam padrdes figurais e numéricos por
meio da identificagdo de regularidades, padrdes e sequéncias; relagdes entre adigdo e
subtracdo e entre multiplicacdo e divisdo, as propriedades da igualdade e, sobretudo,

a generalizagdo, por ser considerado o ponto central desse pensamento matematico.
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Finalizamos o capitulo trazendo a luz da teoria e da discussdo dos dados
coletados nossas consideragdes sobre o que preconizamos € entendemos a respeito
do desenvolvimento do pensamento algébrico nos anos iniciais, a relacdo com a
formagao inicial e continuada e praticas que podem contribuir para uma aprendizagem

significativa dos diferentes conceitos matematicos, em especial, os algébricos.

PENSAMENTO ALGEBRICO: NOVOS OLHARES SOBRE O
CONTEXTO CURRICULAR NACIONAL

Para iniciarmos essa discussdo, clarificamos aos leitores o que entendemos por
pensamento algébrico, o porqué de pensar no seu ensino ja nos anos iniciais e, quais as
condigdes para que ele efetivamente ocorra. Adotamos para tanto, algumas concepgdes
consideradas classicas na literatura internacional sobre o pensamento algébrico e o
conhecimento especializado o professor.

Para Blanton e Kaput (2005), o pensamento algébrico “¢ um processo no qual
os alunos generalizam ideias matematicas de um conjunto particular de exemplos,
estabelecem generalizagdes por meio do discurso de argumentacdo, e expressam-
nas, cada vez mais, em caminhos formais e apropriados a sua idade” (BLANTON;
KAPUT, 2005, p. 413, tradugdo e grifo nosso). Essa concep¢do de pensamento
algébrico julgamos ser a mais completa em termos de defini¢do, amplitude, relevancia
e potencialidade desse pensamento matematico, enfatizando suas multiplas faces,
pautado em um curriculo de orientagdo transversal para uma nova Algebra, aquela
que se baseia em habitos de pensamento e de representacdo, de generalizag¢do, no
tratamento dos nimeros e as operagdes, do estudo de padrdes e regularidades, desde
os primeiros anos de escolaridade.

Assim, ao realizarmos uma analise de documentos curriculares brasileiros para
os anos iniciais com foco no pensamento algébrico (BRASIL, 1997, 2012, 2017),
nos deparamos com um desenvolvimento ainda embrionario acerca da temadtica no
pais, evidenciando um processo em constru¢io quanto ao ensino da Algebra nos anos
iniciais em ambito nacional, ao longo das ultimas décadas.

Em Brasil (1997), esse pensamento fora tratado pelos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) como “pré-algebra”, expressdo empobrecedora e reducionista da
amplitude de alcance do pensamento algébrico, sendo praticamente pouco difundido

na esfera educacional, sem repercussdo nas salas de aula. Posteriormente, em 2012,



40 FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

o Pacto Nacional de Alfabetizacdo na Idade Certa (PNAIC), programa de formacao
continuada de professores, trouxe o pensamento algébrico como um dos eixos
estruturantes no ensino da Matematica nos anos iniciais. Infelizmente, ainda ndo
alcancou o esperado no que se refere a caracterizagao e elementos que o perpassam,
os professores continuaram com as mesmas praticas e, quando nao, apresentando
tarefas que promoveriam o desenvolvimento do pensamento algébrico, mas sem a
devida intencionalidade, planejamento e intervengdes necessdrias para o seu ensino,
evidenciando uma fragilidade tanto na formacao inicial como continuada.
Conforme explicitado em Brasil (2017), entendemos que o documento faz mengao
a este tipo de pensamento matematico, sem clarificar os conceitos e elementos que o
caracterizam, bem como tarefas que possam potencializar seu ensino.
[...] A unidade temética Algebra, por sua vez, tem como finalidade o desenvolvimento
de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico — que ¢ essencial para
utilizar modelos matematicos na compreensdo, representacdo ¢ analise de relagdes

quantitativas de grandezas e, também, de situagdes e estruturas matematicas, fazendo
uso de letras e outros simbolos (BRASIL, 2017, p.268).

Por outro lado, enfatiza a real necessidade do trabalho pedagdgico acontecer desde
0S anos iniciais,
Nessa perspectiva, ¢ imprescindivel que algumas dimensdes do trabalho com a algebra
estejam presentes nos processos de ensino e aprendizagem desde o Ensino Fundamental
—Anos Iniciais, como as ideias de regularidade, generalizagdo de padrdes e propriedades

da igualdade. No entanto, nessa fase, ndo se propde o uso de letras para expressar
regularidades, por mais simples que sejam. (BRASIL, 2017, p.268)

O quadro 1 explicitacomo a BNCC (BRASIL, 2017) propos a distribui¢do da unidade
tematica Algebra durante os anos iniciais do Ensino Fundamental. Nele observamos
um percurso gradativo das habilidades em niveis de complexidade e abstracao ao longo
dos primeiros anos, no entanto, em termos de orientacao curricular, identificamos
lacunas evidentes da caracterizacao e compreensao dos conceitos algébricos, base para
o desenvolvimento da capacidade de generalizagdo, considerada cerne do pensamento
algébrico (SCHLIEMANN; CARRAHER; BRIZUELA, 2006), como também em

outros documentos curriculares nacionais, como Brasil (1997, 2012).
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Quadrol - Sintese das habilidades requeridas para unidade tematica “Algebra” para os Anos Iniciais

do Ensino Fundamental, presentes na BNCC.

TURMA  OBJETOS DE CONHECIMENTO

em sequéncias;

1°ano

nos 1, menos 2, por exemplo).

Padrbes figurais e numéricos: inves-
tigacao de regularidades ou padroes

Sequéncias recursivas: observagao
de regras usadas utilizadas em seria-
¢oes numéricas (mais 1, mais 2, me-

HABILIDADES

(EFOTMAO09) Organizar e ordenar objetos fa-
miliares ou representacdes por figuras, por
meio de atributos, tais como cor, forma e me-
dida.

(EFOTMAT10) Descrever, apdés o reconheci-
mento e a explicitagdo de um padrao (ou
regularidade), os elementos ausentes em
sequéncias recursivas de numeros naturais,
objetos ou figuras.

e de sequéncias recursivas;

tos ausentes na sequéncia.

Construcao de sequéncias repetitivas

2°ano Identificacdo de regularidade de se-
quéncias e determinacao de elemen-

(EFO2MAQ9) Construir sequéncias de nume-
ros naturais em ordem crescente ou decres-
cente a partir de um nimero qualquer, utili-
zando uma regularidade estabelecida.

(EFO2MA10) Descrever um padrdao (ou re-
gularidade) de sequéncias repetitivas e de
sequéncias recursivas, por meio de palavras,
simbolos ou desenhos.

(EFO2MA11) Descrever os elementos ausen-
tes em sequéncias repetitivas e em sequén-
cias recursivas de nimeros naturais, objetos
ou figuras.

recursivas;
3°ano
Relacdo de igualdade.

Identificacdo e descricdo de regula-
ridades em sequéncias numéricas

(EFO3MA10) Identificar regularidades em se-
quéncias ordenadas de numeros naturais,
resultantes da realizacdo de adicdes ou sub-
tracdes sucessivas, por um mesmo numero,
descrever uma regra de formacdo da sequ-
éncia e determinar elementos faltantes ou
seguintes.

(EFO3MA11) Compreender a ideia de igual-
dade para escrever diferentes sentencas de
adicoes ou de subtracdes de dois numeros
naturais que resultem na mesma soma ou di-
ferenca.
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4° ano

Sequéncia numérica recursiva for-
mada por multiplos de um numero
natural;

Sequéncia numérica recursiva for-
mada por numeros que deixam o
mesmo resto ao ser divididos por um
mesmo numero natural diferente de
zero;

Relacbes entre adicdo e subtracao e
entre multiplicacdo e divisao;

Propriedades da igualdade

(EFO4MA11) Identificar regularidades em se-
quéncias numéricas compostas por multiplos
de um numero natural.

(EFO4MA12) Reconhecer, por meio de inves-
tigacdes, que ha grupos de nimeros naturais
para os quais as divisdes por um determinado
ndmero resultam em restos iguais, identifi-
cando regularidades.

(EFO4MA13) Reconhecer, por meio de inves-
tigacdes, utilizando a calculadora quando
necessario, as relagdes inversas entre as ope-
racbes de adicdo e de subtracdo e de multi-
plicacdo e de divisdo, para aplica-las na reso-
lucdo de problemas.

(EFO4MA14) Reconhecer e mostrar, por meio
de exemplos, que a relacao de igualdade exis-
tente entre dois termos permanece quando
se adiciona ou se subtrai um mesmo nimero
a cada um desses termos.

(EFO4MA15) Determinar o numero desco-
nhecido que torna verdadeira uma igualdade
que envolve as opera¢des fundamentais com
numeros naturais.

5¢ano

Propriedades da igualdade e nocao
de equivaléncia;

Grandezas diretamente proporcio-
nais;

Problemas envolvendo a particdo de
um todo em duas partes proporcio-
nais;

(EFO5MA10) Concluir, por meio de investiga-
¢oes, que a relacao de igualdade existente
entre dois membros permanece ao adicionar,
subtrair, multiplicar ou dividir cada um desses
membros por um mesmo nuimero, para cons-
truir a nogao de equivaléncia.

(EFO5MA11) Resolver e elaborar problemas
cuja conversao em sentenca matematica seja
uma igualdade com uma operagao em que
um dos termos é desconhecido.

(EFO5MA12) Resolver problemas que envol-
vam variacdo de proporcionalidade direta
entre duas grandezas, para associar a quanti-
dade de um produto ao valor a pagar, alterar
as quantidades de ingredientes de receitas,
ampliar ou reduzir escala em mapas, entre
outros.

(EFO5MA13) Resolver problemas envolvendo
a partilha de uma quantidade em duas partes
desiguais, tais como dividir uma quantidade
em duas partes, de modo que uma seja o do-
bro da outra, com compreensao da ideia de
razdo entre as partes e delas com o todo.

Fonte: Extraido de Santana (2019, p. 32)
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Ao compararmos com Nacional Council of Teachers of Mathematics (NCTM),
institui¢do constituida pelas diferentes tendéncias em Educacdo Matematica, a
Algebra ¢ sinalizada como um tema transversal com os demais eixos da Matemética,
um fio condutor ao longo da escolaridade. Nesse documento, de 2007, evidencia-
se a importancia das criancas desenvolverem suas capacidades e, gradativamente,
se apropriarem das representagdes e linguagem simbolica, tanto ao que tange a
Aritmética Generalizada como do Pensamento Funcional. Vemos que ainda existe uma
superficialidade no tratamento dos conceitos e habilidades desse pensamento junto das
criangas tendo em vista a proposta apresentada no ensino da Algebra em outros paises,

como Portugal e Estados Unidos. Acreditamos que as criangas sejam capazes de muito

mais no que se refere ao desenvolvimento da capacidade de generalizagdo.

Quadro 2: Normas e principios para o ensino da Algebra, conforme NCTM (2007)

NORMAS E PRINCIPIOS

Compreender padroes,
relacoes e funcoes

PRE-ESCOLA AO 2° ANO

Agrupar, classificar e ordenar
objetos por tamanho, nimero e
outras propriedades;

Reconhecer, descrever e ampliar
padrdes, tais como sequéncias
de sons e formas ou padroes nu-
méricos simples e interpreta-los
em diversas representacoes;

Analisar a forma como sao gera-

dos tanto os padrdes de repeti-
¢ao como de crescimento.

3°A0 5°ANO

Descrever, ampliar e fazer
generalizagcbes acerca de
padrées geométricos e
numéricos;

Representar e analisar pa-
drées e funcdes, usando
palavras, tabelas e gréfi-
Cos.

Representar e analisar
situacoes e estruturas
matematicas usando
simbolos Algébricos

llustrar os principios e as pro-
priedades gerais das operagdes,
como a comutatividade, através
da utilizacdo de nimeros espe-
cificos;

Usar representacdes concretas,
pictdricas e verbais, para desen-
volver uma compreensdao das
notagdes simbolicas inventadas
e convencionais.

Identificar propriedades,
como a comutatividade,
a associatividade e a dis-
tributividade, e aplica-las
ao calculo com numeros
inteiros;

Representar a nocdo de
variavel, enquanto quan-
tidade desconhecida,
através de uma letra ou
simbolo;

Expressar relagbes mate-
maticas através de equa-
¢oes.
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Usar modelos matema-
ticos para representar e
compreender relacoes
quantitativas

Modelar situagdes que envol-
vam a adicao e subtracdo de
numeros inteiros, através da
utilizacdo de objetos, figuras e
simbolos.

Modelar situagdes proble-
maticas, usando objectos,
e recorrer a representa-
¢6es como graficos, tabe-
las e equagdes para tirar
conclusodes.

Analisar a variacdao em
diversos contextos

Descrever variagbes qualitati-
vas, como o facto de um aluno
ter crescido;

Descrever variacdes quantitati-
vas, como o facto de um aluno
ter crescido 5 cm ao longo de
um ano.

Investigar a forma como a
variagao de uma variavel
se relaciona com a varia-
¢ao de uma segunda va-
riavel;

Identificar e descrever si-
tuagdes com taxas de va-

riacao constantes ou vari-
aveis e compara-las.

Fonte: Canavarro, 2007, p. 93-94, apud Santana, 2019, p. 35.

Mais recentemente, tivemos a homologacao do Curriculo Paulista, cuja abordagem,
que em consonancia com a BNCC, também contempla a Algebra desde os Anos
Iniciais destacando a relevancia da pratica de ensino voltada para o desenvolvimento
do pensamento algébrico.

A necessidade de atuar no desenvolvimento do pensamento algébrico, bem como na
compreensdo dos conceitos algébricos e na capacidade de usar suas representagdes
em situagdes novas, por vezes inesperadas, reforga a importancia do ensino da algebra
desde os Anos Iniciais, ampliando-se a cada ano, até chegar aos registros com letras. O
aprendizado da Algebra contribui para a compreensédo das propriedades e generalizagdes,

para ampliar a capacidade de abstrag@o, o que promove “saltos” cognitivos no raciocinio
matematico (SAO PAULO, 2019, p. 319)

Muitas pesquisas, tanto no Brasil como em outros paises, enfatizam que um
importante fator que pode influenciar negativamente o desempenho e a aprendizagem
da Algebra é a aprendizagem inadequada da Aritmética, conforme Wong (1997)
apontou em seu estudo realizado em Hong Kong. Complementando, Kieran (1990)
ressalta que a articulacao no ensino da aritmética e da algebra tem sido documentada
em varias investigagdes. Esse fato pode estar relacionado com as dificuldades
apresentadas pelos estudantes na transicdo da aritmética para a algebra. Segundo
a autora, as varias dificuldades para aprender algebra sao encontradas ndo s6 em
estudantes que estdo iniciando a pré-algebra, mas também em estudantes de séries
mais avancadas. Considerando tal fato, no presente estudo considera-se de extrema

importancia também averiguar se as dificuldades apresentadas pelos estudantes
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decorrem de uma aprendizagem inadequada em Aritmética.

Souza e Diniz (1996) dizem que a Algebra é a linguagem da Matematica para
expressar eventos genéricos, € como toda linguagem, possui seus simbolos e suas
regras. Tais simbolos referem-se as letras e aos sinais da aritmética, permitindo-nos
manipular os simbolos, garantindo o que ¢ admitido e o que nao ¢ durante a realizagdo
das manipulagoes.

Segundo as autoras, a diferenciacio da Algebra e da Aritmética estd em seus
objetivos, pois enquanto a aritmética trata de nimeros, operacdes e suas propriedades
visando a solucdo de problemas ou de tarefas que exigem uma resposta numérica, a
algebra busca expressar o que € genérico, ou seja, o que se pode afirmar para diversos
valores numéricos independentes de quais sejam eles precisamente.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (1998), o
trabalho com os contetidos relacionados aos numeros € as operagdes na Aritmética
deve privilegiar atividades que possibilitem ampliar a compreensao do significado das
operagoes, isto €, proporcionar atividades que permitam aos estudantes estabelecer
e reconhecer relagdes entre os diferentes tipos de numeros e entre as diferentes
operagdes, impedindo assim que as dificuldades em aritmética sejam transportadas
para a aprendizagem dos conceitos algébricos.

Ainda conforme este documento, aprender Matematica neste nivel de ensino deve
ser mais do que memorizar resultados dessa ciéncia e a aquisi¢ao do conhecimento
matematico deve estar vinculada ao dominio de um “saber fazer” Matematica e um
pensar matematico. Este documento enfatiza ainda as diversas finalidades do ensino
desta disciplina, e dentre elas: desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugao
de problemas e utilizar com confianca procedimentos de resolugdo de problemas para
desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos.

Conforme Quintiliano (2011), para o sucesso na solugdo de problemas, nao ¢
somente necessaria a selecao da estratégia mais apropriada ao problema, mas também
¢ imprescindivel possuir os conhecimentos declarativo (conceitual) e de procedimento,
requeridos no problema a ser solucionado, pois o conhecimento conceitual e a destreza
de procedimentos sao dois tipos de conhecimento considerados de suma importancia
para os estudantes, e que a capacidade no campo da matematica se apoia sobre o
desenvolvimento dos estudantes e o elo entre seu conhecimento a respeito dos
conceitos e dos procedimentos.

E ainda, ¢ de extrema importancia ressaltar que o conhecimento declarativo inter-
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relaciona-se com o conhecimento de procedimentos, e sdo pilares fundamentais e
interdependentes paraum desempenho satisfatorio e adequado na solugao de problemas,
pois o acionamento do conhecimento conceitual, bem como o dominio das técnicas
e estratégias, sdo elementos importantes para o desenvolvimento da capacidade para
solucionar problemas matematicos.

Destacamos ainda que, as pesquisas brasileiras a respeito do desenvolvimento do
pensamento sdo escassas, 0s principais trabalhos ainda sdo referéncias de producdes
de origem portuguesas e norte-americanas. No Brasil, destacamos as produgdes de
Ferreira (2017) e Santana (2019) no tratamento dessas questdes. Ferreira (2017)
pesquisou o conhecimento matematico de professores dos anos iniciais sobre o ensino
do pensamento algébrico, durante um curso de formacao continuada, contemplando
a Aritmética Generalizada e do Pensamento Funcional sobre as propriedades dos
numeros ¢ das operagdes, o sinal de igualdade como equivaléncia e as sequéncias
e padrdes. Seu estudo evidenciou que o conhecimento matematico do professor
¢ limitado ao saber fazer e identificar os erros dos alunos do que para um nivel de
conhecimento que justificasse com clareza os porqués matematicos.

Santana (2019) investigou o desenvolvimento do pensamento algébrico em relagdao
as crencgas de autoeficacia, as atitudes em relacdo a Matematica e ao conhecimento
matematico especializado para o seu ensino nos anos iniciais do Ensino Fundamental,
analisando possiveis relacdes e influéncias de aspectos afetivos na solucao de
problemas algébricos. A analise dos dados, em suas diferentes etapas, evidenciou
que os estudantes do curso de Pedagogia apresentaram ter atitudes negativas em
relagdo a Matematica, enquanto os professores atuantes dos anos iniciais sinalizaram
ser positivas; quanto as crengas de autoeficacia para o conhecimento especializado e
ensino do desenvolvimento do pensamento algébrico, nos dois grupos foram positivas.
O estudo constatou ainda que, os participantes se sentem mais inseguros para o ensino
do pensamento algébrico do que para com o conhecimento de conteudo, apesar de
parecer conhecer pouco a respeito de elementos conceituais e pedagogicos, bem como

os elementos caracterizadores desse pensamento matematico.
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O QUE OS RESULTADOS AINDA PODEM NOS DIZER?

Carrillo, Climent, Contreras y Mufoz-Catalan (2013), versam sobre o Conhecimento
Especializado do Professor de Matematica (Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge - MTSK). Os pesquisadores propdoem os seguintes subdominios do
conhecimento matematico do professor para o ensino: os subdominios do Conhecimento
Matematico (Mathematical Knowledge - MK) - Knowledge of topics (KoT), Knowledge
of the structure of Mathematics (KSM) e Knowledge of the practice of Mathematics
(KPM) - e os subdominios do Conhecimento Pedagogico do Contetido (Pedagogical
Content Knowledge — PCK) - Knowledge of Mathematics (KMT), Knowledge of
features of learning Mathematics (KFLM) e Knowledge of Mathematics learning
standards (KMLS), descortinando aspectos fundamentais do conhecimento do
professor, o estudo sobre as crencas dos professores e futuros professores que ensinam
Matematica, na qual segundo os autores, também se entrelagam com o conhecimento
especializado do professor, pois tais aspectos afetam/impactam o processo de ensino
e aprendizagem de professores e alunos, evidenciando a importancia de se olhar nao
apenas para o dominio de contetido, mas também de fatores inerentes ao exercicio da
docéncia.

Fundamentados na perspectiva de Carrillo et al (2013), realizamos uma analise
inicial dos dados do Questionario 1 em 2017, e constatamos uma relagdo com os
saberes algébricos dos participantes, e identificamos uma dificuldade em verbalizar as
concepgoes e elementos que pudessem caracterizar o pensamento algébrico (as falas se
restringiram ao ensino das equagdes, incognitas, encontrar o valor de “x”), resultados
esses ratificados em pesquisas mais recentes. Além disso, apesar de concordarem que ¢
possivel desenvolver tarefas que promovam o pensamento algébrico nos anos iniciais,
ndo descreveram estas tarefas ou ndo conseguiram identificar em sua pratica quais
seriam elas, permitindo assim, que inferissimos que embora estas tarefas com os padrdes
de regularidades, equivaléncias, sequéncias numéricas e geométricas, generalizagdes
sejam encontradas na sala de aula, s3o aplicadas sem a intencionalidade e objetividade
pelo professor, apontando para as lacunas em seu conhecimento matematico (MK) e
também do conhecimento pedagogico do contetido (PCK).

Ao revisitarmos os protocolos de pesquisa e as perguntas norteadoras: O que é
pensamento algébrico? E possivel explorar tarefas que possibilitem o desenvolvimento

do pensamento algébrico com alunos dos anos iniciais? Ou, quando isso é possivel?
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Quais tarefas promovem o desenvolvimento deste pensamento? Essas tarefas estdo
presentes em sua prdtica pedagogica? Descreva uma. Dos resultados obtidos em sala
de aula com este trabalho, nota que foi positivo ou negativo. Cite-os. Vocé observa
alguma relagdo entre a dlgebra, a geometria e a aritmética?, langcamos outros novos
olhares a respeito do conhecimento especializado do professor que ensina Matematica
nos anos iniciais, especialmente no que tange suas concepgoes e seus desafios para o
ensino voltado para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Nas entrelinhas e linhas das questdes propostas sao reveladas tantas outras
fragilidades oriundas de uma formacao inicial deficitaria quando se pensa no ensino da
Matematica, professores que vao para as salas de aulas e ensinam ainda como foram
ensinados, por vezes com conceitos equivocados e praticas tradicionais de ensino, com
crengas ¢ atitudes resultantes de experiéncias desfavoraveis durante sua vida escolar e
que nada corroboram para sua condi¢do e pratica docente, seja no que diz respeito aos
saberes conceituais ou metodoldgicos.

Essa é uma realidade na Educacdao Basica, no ensino da Matematica nos anos
iniciais. Assim, ndo nos causa espanto, ao falarmos em pensamento algébrico e soar
para a maioria como algo novo, inusitado, quando, ainda que de modo timido e
superficial, j& se apresenta em documentos curriculares ha vinte anos e que s6 agora

vem ressignificando no seu espaco de direito e relevancia.
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Figura 1: Trecho do questionario acerca dos saberes algébrico de uma das participantes

Fonte: Protocolos de pesquisa (SANTANA; QUINTILIANO, 2017)

Notamos, ao observar a figura 1, que a professora participante ndo menciona
elementos consistentes que possam caracterizar a ideia de pensamento algébrico,
demonstra pouca ou nenhuma familiaridade com a terminologia, nem com as
orientagdes curriculares, uma vez que a exploracao das nog¢des de incognita e variavel,
dar-se-4 em anos posteriores aos dos anos iniciais na aproximagdo com a Algebra
formal. Além disso, apesar de concordar que esse trabalho deve acontecer nesse nivel
de ensino, ndo aponta por meio de quais tarefas isso pode ocorrer, ou seja, ainda que
ja esteja realizando, reconhecé-la como tal de modo a potencializar sua exploragao
no espaco da sala de aula. Os exemplos citados nas questdes 8 e 10, evidenciam bem
i1sso, um olhar meramente aritmético sobre as situagdes do dia a dia como ideia do
pensamento algébrico, em detrimento de uma argumentacao discursiva, onde o aluno
¢ instigado a justificar suas escolhas e percursos, explicando como pensou, refletindo

sobre o objeto de estudo.
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Tendo em vista a necessidade eminente de clarificar as concepgdes conceituais
e possibilidades de ensino para o desenvolvimento do pensamento algébrico em
turmas dos anos iniciais, voltadas especialmente ao docente que atua nesse segmento,
assegurando-lhe o que espera acerca de seu o Conhecimento Matematico e o
Conhecimento Pedagogico do Conteudo, fundamentos essenciais do conhecimento
especializado do professor que ensina Matematica.

A seguir apresentamos alguns elementos fundamentais que circundam o pensamento
algébrico, como: o sinal de igualdade e seus diferentes significados; as relagdes entre
os numeros, operagdes e suas propriedades; as sequéncias, padrdes e regularidades
e um dos aspectos centrais, a generalizacdo, por meio de algumas tarefas algébricas
com potencial desenvolvimento nos anos iniciais, haja vista a necessidade formativa

constatada na analise dos resultados dos dados coletados.

CARACTERIZACAO E ELEMENTOS DO PENSAMENTO
ALGEBRICO: ALGUMAS POSSIBILIDADES PARA O
ENSINO

Kaput (2008) define dois o aspectos centrais que caracterizam a Algebra: Algebra
como generalizagio simbolica de regularidades e a Algebra como raciocinio
sintaticamente guiado e ac¢des em generalizagdes expressas no sistema de simbolos

convencionais. A partir desses dois aspectos, subdividiu em outras trés vertentes:

» 0 estudo das estruturas e sistemas abstractos a partir de calculos e relacoes,
incluindo os que decorrem da Aritmética (adlgebra como aritmética generalizada)

e do raciocinio quantitativo;
= 0 estudo das fungoes, relacdes e variagao;

» aaplicagdo de uma linguagem de modelagdo dentro e fora da Matematica.

Entendemos que a primeira vertente, possui um caracter potencialmente algébrico
da aritmética, pois desenvolve a capacidade da generaliza¢do a partir das relagdes
numéricas e das operagdes aritméticas e suas propriedades, contemplando a nogao de
equivaléncia associada ao sinal de igualdade.

J4 a segunda vertente estd associada a exploragdo de padrdes numéricos ou
geométricos, aos diferentes tipos de variagdo e de sistemas simbdlico articulando

significativamente o pensamento funcional. A tltima vertente refere-se a modelagado e



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS 51

pode ser expressa pelas equagdes, funcdes e parametros. Passamos a delinear melhor
essas vertentes e seus elementos e em seguida, exemplificando por meio de tarefas com
potencial algébrico para os anos iniciais. Portanto, para Blanton (2008), aritmética
generalizada e pensamento funcional constituem a base para o desenvolvimento
do pensamento algébrico, onde o “pensamento funcional baseia-se num conjunto
de capacidades para além daquelas que estdo associadas a aritmética generalizada.
Requer que os alunos atendam a mudanga e ao crescimento” (MESTRE; OLIVEIRA,
2011, p. 203-204).

De modo geral, o ponto central do pensamento algébrico refere-se a capacidade de
generalizacdo, ou seja, a “generalizacdo estd no coracdo do pensamento algébrico”.
(SCHLIEMANN, CARRAHER, & BRIZUELA, 2007, p. 12 apud CANAVARRO,
2007, p. 82).

A) DIFERENTES SIGNIFICADOS DO SINAL DE IGUALDADE
Comumente encontramos nos bancos escolares o uso do sinal de igualdades apenas
como fung¢do de indicar o resultado de uma operagao e, ndo no sentido de estabelecer
diferentes equivaléncias. Em 1981, Kieran, identificou trés significados que o sinal
de igualdade assume na matematica escolar: os significados relacional, operacional e
de equivaléncia, com predominancia do segundo sobre os demais e, muitas vezes o
terceiro nem ¢ apropriado pelos alunos ao longo do Ensino Fundamental.
Ponte, Branco e Matos (2009) afirmam que,
O sentido do sinal de igual como resultado de uma operagdo ¢ largamente usado nos
primeiros anos. No entanto, ¢ fundamental que ndo se perca o sentido mais geral deste
sinal como estabelecendo uma equivaléncia entre duas expressdes numéricas. Os alunos
devem, por isso, ser capazes de comecar por reconhecer igualdades muito simples.
Contudo, o professor deve ter em conta que estas igualdades ndo devem surgir apenas
do modo que ¢ mais habitual, ou seja, na forma a + b = ¢, mas também como ¢ = a +
b. Os alunos podem, assim, comegar por reconhecer diferentes formas de representar 7

através de igualdades numéricas: 7=1+6,7=2+5,7=3+4,7=4+3,7=5+2,7=
6 +1 (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009, p. 20).

No reconhecimento de diferentes formas de se escrever um mesmo nimero, por
exemplo, ou romper com formas usuais de escritas numéricas, como 10 = 6 + 4
(mudando o resultado de membro) ou ainda, 13 + 5 = 20 — 2 (uma operagao igual a
outra para representar o numero 18), sdo maneiras de explorar o sinal de igualdade
com um sentido de equivaléncia, significado relevante para a compreensdo dos

conceitos algébricos. Uma vez explorado apenas como uma necessidade de se realizar
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uma operacao, o aluno ndo infere o significado de equivaléncia para definir a solucao,
entende que o nimero opera um com outros para obter um resultado especifico. Assim,
ao resolverem equagdes, por exemplo, nos anos posteriores, agem mecanicamente,

sem compreender o que e por que estdo fazendo aquilo.

Procurando equilibrios

Objetivo: A atividade propicia duas ideias favoraveis ao desenvolvimento do
pensamento algébrico: (a) a igualdade como relacdo entre duas quantidades e (b)
conhecendo-se o total da soma de duas ou trés quantidades desconhecidas (incognitas)
ha, potencialmente, diferentes possibilidades para o valor dessas quantidades.

Publico: 1° e 2° anos

Figura 1

A Figura 1 representa uma balanga numérica em que € possivel observar que
existem dois bracos que estdo escritos os numeros de 1 a 10, e logo abaixo, t€ém pinos
onde pode-se pendurar “pesos” iguais ao que estd desenhado a direita da balanga.

A balanga estd em equilibrio quando, por exemplo, pendura-se no braco esquerdo
um peso abaixo do 10 e no brago direito um peso sob o 2 e outro sob o 8 (vide Figura
2). Entretanto, se pendurarmos neste ultimo braco um peso em 3 e outro em 6 ficaria

em desequilibrio, pois 10 ¢ diferente de 3+6.
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Figura 2
H4 uma regra muito importante para trabalhar com esta balanga: s6 se pode colocar

um peso em cada nlimero.

1. Colocar no brago esquerdo da balanga um peso no nimero 8. Como se pode equili-

brar a balanca colocando dois pesos no brago direito?

2.Colocar num dos bragos da balanca um peso em 8 e outro em 4. Encontrar um pro-

cesso para equilibrar a balanca colocando trés pesos no outro brago.

3.Escolher dois nimeros localizados num dos bragos da balanga e colocar um peso
em cada um. Encontrar todas as possibilidades diferentes de equilibrar a balanga
colocando trés pesos no outro brago. Como se pode ter a certeza de que se encon-
traram todas as possibilidades? Explicar o raciocinio.
Para facilitar a exploragdo da tarefa ¢ importante levar para a sala de aula uma
balanga “real”. Esta pode ser construida com madeira como, por exemplo, a balanga
semelhanca da representada na Figura 1. Como alternativa, pode-se utilizar ou

construir uma balanga de pratos conforme a Figura 3.

Figura 3 Figura 4
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Neste ultimo caso os numeros poderao ser representados por cubos de encaixe em
que cada cubo corresponde a uma unidade (Vide Figura 4). Esta alternativa ndo € tdo
adequada pois torna- se mais dificil visualizar, de imediato, os nimeros correspondentes
as quantidades que se colocam em cada um dos pratos da balanga. Em qualquer dos casos,
¢ fundamental que a balanca sem pesos ou com os pratos vazios esteja bem equilibrada.

Este material ¢ importante, para que se possam testar hipoteses obtidas através
do estabelecimento de relagdes entre numeros. A primeira questdo da tarefa visa,
fundamentalmente, favorecer a apropriacao do funcionamento da balanca ¢ o modo
como deve ser usada. Matematicamente a resolugdo remete para a identificagdo de dois
nimeros cuja soma ¢ 8. Ha vdrias possibilidades. Entretanto, nem todas sdo solucdes
da tarefa, por exemplo, ndo se pode equilibrar a balan¢a pendurando dois pesos em 4
pois, apesar de 4+4 ser igual a 8, apenas ¢ possivel, pelo enunciado, pendurar um peso
sob cada numero. Além disso, embora 8 possa decompor em 5+3 e 3+5, qualquer uma
destas decomposi¢des corresponde a colocar um peso no 3 e outro no 5, por isso nao
se pode considerar as solugdes diferentes.

Ha trés solucdes para a questdo 1: pendurar um peso em 1 e outro em 7; um em 2
e outro em 8 ¢ um em 3 e o outro em 5. E importante que todas solugdes que surjam
sejam discutidas pela turma, bem como as respectivas justificagdes, pois esta atividade
facilita a resolucao das questdes seguintes. Para incentivar os alunos a verificarem as

possibilidades, poder-se colocar, por exemplo, questdes do tipo:

» Se colocar no brago direito da balanga um peso em 3 e outro em 10 a balanga

ficara equilibrada? Por qué?

» Onde poderao ser pendurados os pesos no brago direito da balanga? Por qué?

(Adaptado de Projecto de Formagao de Formadores de Professores para o Ensino Primario em Ango-

la, pp. 21-26, 2010)

B) NUMEROS, OPERACOES E SUAS PROPRIEDADES

A exploragdo das relagdes dos numeros, operagdes e suas propriedades na
perspectiva do pensamento relacional envolve a capacidade de analisar expressdes
e equagdes como um todo ao invés de um processo fragmentado e logo, deve ser
feito uma aproximagdo desde os primeiros anos de escolaridade. Nesse sentido os
questionamentos do professor exerce um papel crucial no desenvolvimento desse

pensamento, pois mobiliza o aluno a justificar como chegou naquele resultado, explicar



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS 55

como pensou, desenvolvendo a capacidade de generalizar (PONTE; BRANCO;
MATOS, 2009). Portanto, a generalizagdo acerca dos numeros, suas operagdes €
propriedades, bem como o raciocinio acerca de relagdes entre nimeros constituem,
segundo Kaput (2008) a Aritmética Generalizada.

O foco em tarefas que exploram as relagcdes entre os numeros, operagdes €
suas propriedades (Aritmética Generalizada) nos anos iniciais ndo estao no uso de
nomenclaturas associadas a comutatividade, elemento neutro, associatividade,
distributividade, por exemplo, mas especialmente, na compreensdo de como essas
relagdes entre os numeros contribuem para o desenvolvimento do pensamento
algébrico, ultrapassando o olhar sobre o sinal de igual apenas como uma funcao
operacional com foco em seu sentido mais amplo, que ¢ o de equivaléncia, enfatizando
a necessidade e importancia dos professores ensinarem para as criangas como também
conhecer o conteudo, inclusive para compreender a natureza dos erros dos alunos,

suas origens e os porqués matematicos, antecipando dificuldades e superagoes.

VERDADEIRO OU FALSO?

Objetivo: resolver tarefas que envolvam niimeros, operacdes e suas propriedades.

Publico: alunos de 4° e 5° anos

Possibilidades de discussao: A atividade busca discutir os diferentes significados
do sinal de igualdade (relacional, operacional e de equivaléncia) por meio dos niimeros,
suas operagdes e propriedades, das evidéncias da capacidade de generalizacdo a
partir das igualdades que permitem a justificagdo/argumentagao e a identificagdo das

propriedades das operacdes, sem necessariamente ter que recorrer aos calculos.

IGUALDADES _ JUSTIFICATIVA

1x =
21=44-13+13
35=35+12

*p0=*
(23+12)-8=23+(12-8)
(2x14)+(3x14)=5x14
(12x18)-(12x8)=12x10

(Adaptado de Mestre; Oliveira, 2011)
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C) SEQUENCIAS, PADROES, REGULARIDADES E GENERALIZAGAO

Tarefas que exploram sequéncias (numéricas ou pictoricas, crescentes ourepetitivas),
padrdes e regularidades devem percorrer, ao longo da Educa¢do Basica, para que o
aluno gradativamente seja capaz de desenvolver sua habilidade de generalizagdo.
Esclarecemos, conforme Borralho et al (2007) que o padrao de uma sequéncia pode
ser entendido como “uma disposicdo ou arranjo de niimeros, formas, cores ou sons
onde se detectam regularidades” (p.1).

Enfatizamos que o trabalho pedagogico voltado para as exploragdes de padrdes
e sua representacdo (geometricamente ou numericamente), possibilita uma maior
acessibilidade a Matematica evidenciando seu valor e beleza. Essa aproximacgao
contribui para o desenvolvimento do raciocinio e de conexdes entre as diversas areas
da Matematica de maneira intuitiva e informal, progressivamente avancando para o
estudo da Algebra, mais que isso, desenvolvendo a capacidade de generalizagdo, cerne
do pensamento algébrico (Alvarenga; Vale, 2007; Borralho et al, 2007; Abrantes;

Serrazina; Oliveira, 1999).

Regularidades nas tabuadas - A descoberta de
regularidades numéricas

Objetivo: explorar as relagdes numéricas usando como contexto os multiplos e
divisores de um niimero natural, reconhecendo regularidades.

Publico: alunos de 3° e 4° anos

Possibilidades de discussao: exemplos de multiplos e de divisores de um numero
natural; compreensdo que os divisores de um niimero sdo divisores dos seus multiplos
(e que os multiplos de um numero sdo multiplos dos seus divisores); exploracao das
regularidades numéricas; identificacdo das regularidades nos multiplos de 3, 6 e 9 ¢

desenvolvimento da capacidade de generalizacao.

1. Observa com atencao a tabuada do 3 (os primeiros dez produtos)
2. O que héa de curioso nesta tabuada? Descobre algumas regularidades e registre-as
3. Continue a tabuada do 3, calculando 11x3, 12x3, 13x3,...

4. As regularidades que descobriu mantém-se? Por qué?
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0x3=0

1x3=3
2x3=6
3x3=9
4x3 =12
5x3=15
6x3 =18
7x3 =21
8x3 =24
9x3 =27
10x3 =30
11x3 =33
12x3 =36
13x3 =39
14x3 =42
15x3 =45
16x3 =48
17x3 =51
18x3 =54
19x3 =57
20x3 =60

57

[1] Atividade adaptada de Mestre (2014)

Descubra o segredo

Objetivo: identificar padrdes e regularidades presentes nas sequéncias dadas e

estabelecer relagdes entre os termos, identificando uma lei de formacao que permita

continuar a sequéncia e chegar a generalizagao.

Publico: alunos de 1° ao 5° ano

Possibilidades de discussao: Por meio das sequéncias 2 e 4 apresentadas € possivel

desenvolver discutir a habilidade de “ Reconhecer, por meio de investigacdes, que ha

grupos de nimeros naturais para os quais as divisdes por um determinado nimero

resultam em restos iguais, identificando regularidades” (BRASIL, 2017). Ou seja, no
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caso da sequéncia 2, formada por um padrao de quatro elementos, para determinarmos
a figura correspondente a uma posi¢dao qualquer, basta dividir essa posi¢cdo por
4, os restos dessa divisdo s6 poderdo ser 0, 1, 2 ou 3. Quando esse resto for zero,
correspondera a ltima figura do padrao (losango), se for 1, o circulo, 2 o coragao e
3, paus. O professor também podera discutir, porque nao ¢ possivel encontrar outros
restos. A mesma ideia se aplica a sequéncia 4, porém o padrdao ¢ formado por 11

elementos.

Sequéncia 1

>PVrVV)

Sequéncia 2

O] 2 4OIVL 1 -

Sequéncia 3

Sequéncia 4 (apenas para 4° e 5° anos)

Observe a sequénciadada (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,...).
Supondo que esta lei de formagao desta sequéncia permanega, qual serd o termo que
ocupard a 143 posi¢ao?

Astarefasalgébricasapresentadasenvolvendo osprincipais elementos caracterizadores
do pensamento algébrico (Aritmética Generalizada e Pensamento Funcional), no ambito
da formagao inicial e continuada, merecem ser discutidas, a partir do olhar do aluno e do
professor, em perspectivas diferentes. Do professor, elencando aspectos conceituais para
compreensdo do erro do aluno, do planejamento de tarefas e intervengdes. Do aluno,

em oportunizar o seu exercicio constante de conjecturar, analisar, identificar, comparar,
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selecionar estratégias, argumentar e justificar o que pensou. Tais praticas reflexivas e
colaborativas, possibilitam uma aproximacao cada vez maior para o desenvolvimento
da capacidade de generalizagao do individuo, reduzindo a ruptura brusca que vem

ocorrendo entre o ensino Aritmética e da Algebra, principalmente.

FINALIZANDO...

Osprofessores e futuros professores dos anos iniciais apresentam diferentes percursos
escolares em Matematica, com distintas experiéncias de aprendizagem em Algebra,
mais especificamente, e revelam, consequentemente, diferentes conhecimentos e
sentimentos em relacdo ao ensino deste tema. Em razao disso, tanto na formacgao
inicial como continuada, ¢ primordial oferecer experiéncias de aprendizagem que lhes
possibilitem o desenvolvimento dos diferentes elementos do pensamento algébrico.

Conforme Vale et al. (2009), no campo do desenvolvimento curricular em
Matematica, uma das significativas potencialidades da exploragdo de tarefas com
padrdes, decorre certamente da contribuicdo delas para o desenvolvimento do
pensamento algébrico. Esses autores defendem ainda que, tal ideia distancia-se daquela
visdo da Algebra exclusivamente associada 4 manipulacio de expressdes simbolicas
envolvendo varidveis, pois para eles, a Algebra ¢, sobretudo, uma maneira de pensar,
um método para ver e expressar relagdes que possibilita importantes instrumentos para
compreender o mundo.

Neste contexto, considera-se que o desenvolvimento do pensamento algébrico deve
ocorrer transversalmente no curriculo de Matematica, e em todos os niveis de ensino.
Sendo importante, principalmente, que os alunos experenciem desde os primeiros anos
de escolaridade, a procura pelas regularidades, pelas relagdes e a sua generalizagdo,
pois estes aspectos sdo componentes fundamentais para o desenvolvimento dessa
forma de pensamento matematico. Para tanto, o conhecimento especializado do
professor que ensina Matematica, no que se refere ao seu Conhecimento Matematico,
do Conhecimento Pedagdgico do Contetido e crengas (beliefs) que afetam e perpassam
diretamente todo esse processo deve ser objeto de reflexdo e ressignificacdo na

formacao inicial e continuada.
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Capitulo 3

O PROCESSO DE ABSTRACAO DO CONCEITO DE
POLIGONO: UMA PROPOSTA DE ENSINO PARA O
52 ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL

Marcelo Carlos de Proenga

INTRODUCAO

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) ja indicavam a importancia
deseexplorareampliaracapacidade deabstragao dos alunos pormeio do direcionamento
da aprendizagem via descoberta sobre as regularidades e as propriedades de conceitos
aritméticos, algébricos e geométricos. Assim, essa capacidade de abstracdo deve
ser favorecida no sentido de que “[...] as situagdes de aprendizagem precisam
estar centradas na constru¢do de significados [...] e ndo atividades voltadas para a
memorizacdo, desprovidas de compreensdo ou de um trabalho que privilegie uma
formalizagdo precoce dos conceitos” (BRASIL, 1998, p. 63).

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2017, p.
263), a Matematica apresenta sistemas abstratos que “[...] contém ideias e objetos que
sdo fundamentais para a compreensdo de fendmenos, a construcao de representagdes
significativas e argumentagdes consistentes nos mais variados contextos.” Nesse
sentido, na BNCC (BRASIL, 2017), indica-se que a area da Matemadtica, no ensino
fundamental, deve proporcionar aos alunos que associem representagdes como, por
exemplo, figuras e esquemas, a conceitos e propriedades.

Isso significa que o ensino em sala de aula que valoriza a apresentagdo primeira
das defini¢des, regras, formulas e procedimentos matematicos pouco contribui para
favorecer a constru¢do conceitual. Quando esse tipo de ensino acontece, ¢ possivel
afirmar que ocorre auséncia deum trabalho direcionado ao processo de abstragdo dos
conceitos, pois o foco acaba sendo os conhecimentos procedimentais. Segundo a visao
de Gongalez e Brito (2001), a constru¢do de conhecimento matematico pelos alunos

decorre de uma elaboragdo mental, e quando recebem esse conhecimento diretamente
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formalizado, podem ter dificuldades para fazer abstragoes.

Um exemplo de sistema abstrato seria aquele que envolve conceitos da area de
geometria, cuja importancia ja era evidenciada por Fainguelernt (1999, p. 49-50),
segundo a qual “a Geometria desempenha um papel integrador entre as diversas partes
da Matematica, além de ser um campo fértil para o exercicio de aprender a fazer e
aprender a pensar.”

Nesse sentido, um conceito geométrico importante a ser abordado em sala de aula
seria o de poligono. Assim, buscamos, neste artigo, apresentar uma proposta de ensino,
voltada a uma condugdo do processo de abstracao do conceito de poligono.

Encontramos estudos que propuseram e implementaram sequéncias didaticas para
levar os alunos a compreenderem o conceito de poligono (DOMINGOS, 2010; SENA,
2014; BARBOSA, 2018). Dessa forma, as pesquisas de Domingos (2010) e Barbosa
(2018), que envolveram alunos de sexto ano do ensino fundamental, mostraram que
foi possivel leva-los a desenvolver a compreensdo sobre as caracteristicas de poligono
e identificacdo de suas figuras, bem como leva-los a construir uma ideia sobre o
significado de poligono.

Esses estudos acima revelaram a importancia de se propor um ensino que foca a
construgdo de conhecimentos pelos alunos. Ja o estudo de Sena (2014), que abordou
a elaboracdo e reelaboragao do conceito de poligono de cinco alunos de oitavo ano
de ensino fundamental, evidenciou que trés desses alunos ndo conseguiram, ja na
primeira sessdo da intervengao aplicada em sala de aula, apresentar caracteristicas de
poligono e citar figuras que sdo poligonos, dando maior enfoque a apenas tridngulos e
quadrados. Esse resultado revelou que mesmo alunos de oitavo ano ainda apresentam
pouca formagdo do conceito de poligono.

Diante do exposto, identifica-se que, quando ha uma intervengao elaborada para
favorecer a constru¢do de conceitos geométricos, ¢ possivel direcionar os alunos
a aprendizagem significativa. Desse modo, no presente capitulo, apresentasse
uma proposta de ensino, a ser desenvolvida em sala de aula, no 5.° ano do ensino
fundamental, que adota como fundamento ao trabalho de formagao de conceitos os
pressupostos teoricos relativos as ideias de Dreyfus (1991), referente aos processos
do pensamento matematico avan¢ado, tendo como principal o processo de abstracao.

Assim, o presente capitulo foi estruturado nas seguintes se¢des: a) fundamentagao
da pratica de ensino com base nos principios tedricos sobre os processos do

pensamento matematico avangado de Dreyfus (1991); b) apresentacao das indicagdes
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sobre a abordagem de poligono, segundo a BNCC (BRASIL, 2017), para tratd-lo em
sala de aula; c) apresentacdo da estrutura geral da proposta de ensino de poligono,
com base nas etapas de ensino proposta por Dreyfus (1991): (i) utilizar mais de uma
representacdo do conceito, (ii) estabelecer relagdes entre as representagdes, (iii)
integrar as representacdes; d) descri¢do da proposta de ensino, detalhando as a¢des de
ensino necessarias do professor para a condugao do processo de abstragdo do conceito
geométrico poligono.

Finalmente, a proposta de ensino visa contribuir para a construg¢ao de conhecimentos
pedagogicos aos professores dos anos iniciais (pedagogos e futuros pedagogos), bem
como um olhar para conhecimentos matematicos, servindo como base tedrico-pratica
para poderem organizar suas aulas e conduzir seus alunos a aprendizagem significativa
do conceito de poligono. Trata-se, assim, de favorecer-lhes conhecimentos que fazem
parte dos saberes da formagao profissional e disciplinar do professor, conforme
indicou Tardif (2007), referentes, respectivamente, ao saber pedagogico e ao saber de

Matematica.

O PROCESSO DE ABSTRACAO NO PENSAMENTO
MATEMATICO AVANCADO

De acordo com Dreyfus (1991), os processos do pensamento matematico avancado
envolveriam quatro processos mentais, necessarios para favorecer a abstracdo de um
determinado conceito matematico. Os dois processos mentais principais seriam a
representacdo e a abstracdo. Ja os outros dois, generalizacdo e sintese, corresponderiam
a processos mentais considerados pré-requisitos para se atingir a abstragdo. Segundo
esse autor, a abstracdo € o mais importante dos processos mentais avangados.

Se um estudante desenvolve habilidade para conscientemente fazer abstragdes a partir
de situagdes matematicas, ele alcanga um nivel avangado de pensamento matematico.
Alcangar essa capacidade de abstrair pode muito bem ser o Uinico objetivo mais

importante da educagdo matematica avancada. (DREYFUS, 1991, p. 34, traducdo
nossa).

O inicio do processo de abstragdo do conceito matematico se da, segundo Dreyfus
(1991), pelo processo de representacao, ou seja, gerar um exemplo do conceito. No
ambito do aspecto matematico, temos as representacdes simbolicas, direcionadas

aos signos e simbolos matematicos. J& no ambito dos aspectos da aprendizagem e
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do pensamento em Matematica, temos as representacdes mentais, isto €, as imagens
mentais construidas pelo individuo. Assim, o autor enfatizou que:
Representar um conceito, entdo, significa gerar uma instincia, espécime, exemplo,
imagem do mesmo. [...] Uma representacio simbdlica ¢ externamente escrita ou
falada, usualmente com o objetivo de fazer uma comunicagdo sobre o conceito mais
facilmente. Uma representacdo mental, por outro lado, refere-se a esquemas ou
estruturas internas de referéncia que uma pessoa utiliza para interagir com o mundo

externo. E o que ocorre na mente quando se pensa em determinada parte do mundo
externo e pode variar de pessoa para pessoa. (DREYFUS, 1991, p. 31, tradug@o nossa).

Como exemplo, o autor cita o caso do conceito de fun¢do, esclarecendo que se
trata de um conceito abstrato que envolve representacdes grafica e algébrica, ou seja,
representar o conceito de fun¢do implica em apresentar/gerar um exemplo/imagem
desse conceito que pode ser grafico ou algébrico.

Apbs esse processo de representacdo de um conceito, para atingir sua abstragao ¢é
importante o desenvolvimento dos processos de generalizagdo e de sintese. Sobre a
generalizacio, Dreyfus (1991, p. 35, traducdo nossa) definiu que “generalizar é derivar
ou induzira partir de elementos, para identificar pontos em comum, para expandir os
dominios de validade.” O autor citou como exemplo o fato de conhecer que se (a)
uma equacgdo linear com uma variavel que tem uma solu¢ao, e (b) sistemas de duas
(ou trés)variaveis de duas (ou trés) equagdes possuem uma Unica solucdo, entdo, ao
analisar os casos particulares n=1, n=2 e n=3, a pessoa pode generalizar para sistemas
de n equagdes lineares de n varidveis, conjecturando que, assim, hd uma tnica solugao.

No caso do processo de sintese, Dreyfus (1991, p. 35, tradugdo nossa) definiu que
“sintetizar significa combinar ou compor as partes de tal maneira que elas formem um
conjunto, uma entidade.” O autor sustentou queesse conjunto/entidade ¢ mais do que
a soma de suas partes. Assim, como exemplo, cita que no caso da solugdo de sistemas
de equagdes lineares, quando esses sistemas s3o mesclados em um unico quadro para

serem, em seguida, interrelacionados, favorece-se a sintese.
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Apesar da importancia dessa mescla que leva a sintese, Dreyfus (1991) chamou a
atencao para o fato de que se trata de um processo pouco explorado em sala de aula.
Segundo esse autor, geralmente os professores ja fazem a sumarizagdo dessa mescla
ao indicar diretamente aos alunos quais sdo as conexodes ¢ relagdes existentes etc.
Desse modo, para Dreyfus (1991), trata-se de uma transmissao do que os matematicos
veem e ndo focado nos que os estudantes podem fazer.

Por fim, a generalizagdo e sintese feitas pelo individuo e devidamente conduzidas
pelo professor, direcionam-se a abstragcao do conceito matematico. Assim, o significado
de abstracéo e de seu processo ¢ o seguinte:

Abstragdo ¢ em primeiro lugar um processo construtivo — a construgdo de estruturas
mentais a partir de estruturas matematicas, isto €, a partir de propriedades e de
relagdes entre objetos matematicos [equagdes, numeros, fungdes etc.]. Este processo
¢ dependente do isolamento de propriedades e relagdes adequadas. Exige a capacidade
de mudar a atengdo a partir dos proprios objetos para a estrutura de suas propriedades
e relacionamentos. Tal atividade mental construtiva por parte de um estudante ¢
fortemente dependente da atencéo que esta sendo focada por esse aluno nessas estruturas
que constituam parte do conceito abstrato e, afastadas daquelas que sdo irrelevantes no
contexto que se destina; a estrutura se torna importante, enquanto os detalhes irrelevantes

estdo sendo omitidos, reduzindo, assim, a complexidade da situa¢ao. (DREYFUS, 1991,
p. 37, grifo do autor, tradugdo nossa).

De acordo com a citagdo acima, o significado de abstragdo evidencia o uso de
estruturas matematicas para a construcdo de estruturas mentais. Isso porque, segundo
Dreyfus (1991), em muitos casos, 0os quatro processos mentais envolveriam, ao
mesmo tempo e de forma articulada, aspectos matematicos e psicologicos. “De fato,
¢ precisamente esta articulacdo [entre representagdes simbdlica e mental] que faz dos
processos interessantes e relevantes a compreensao da aprendizagem e do pensamento
na matematica avangada (DREYFUS, 1991, p. 26, traducdo nossa).

Além disso, o que promove o processo de abstracdo seriam o “isolamento de
propriedades e relagdes”, “mudanga de atengdo nas estruturas”, “omissao dos detalhes
irrelevantes”, todas envolvendo atividades mentais do estudante sobre o conceito. E
essas atividades mentais estariam sendo favorecidas pelos processos subjacentes de
generalizacdo e sintese. Diante disso, Dreyfus (1991) deixou clara a importancia de
o estudante ter ricas representagdes mentais de um conceito, ou seja, representacdes
fortemente articuladas. Nesse processo de abstracao, o autor destacou que a visualizagao
teria papel importante na abstracdo quando se esta tratando das relagdes entre objetos

concretos.
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Diante dessas consideragdes sobre os quatro processos mentais, Dreyfus (1991)
apontou uma sugestao de trabalho didatico para favorecer o processo de aprendizagem
de um determinado conceito matematico. Tal trabalho didatico consistiria de uma

sequéncia de quatro estagios:

» Utilizar uma unica representagdo — nesse processo de aprendizagem, o inicio se
daria a partir do uso de um caso concreto, ou seja, de uma unica representagao

do conceito matematico.

» Utilizar mais de uma representagdo em paralelo — corresponde a um segundo
estagio em que varias representacdes de um mesmo objeto matematico devem
ser consideradas em paralelo. Desse modo, a transi¢do dessas representacdes
para o conceito abstrato vai depender do modo como se estabelecem as relagdes

entre tais representagdes.

» Fazer relagoes entre representagoes paralelas — quando se propicia a compreen-
sdo de relagdes consistentes entre as varias representagdes, os estudantes podem
ter condi¢des de compor representagcdes que acabam favorecendo-lhes a oportuni-
dade de ter ciéncia do conceito subjacente. Desse modo, isso acaba influenciando

positivamente na abstragdo do conceito.

» Integrando representa¢oes e comutando-as de forma flexivel — nesse quarto esta-
gio, como forma ainda parcial do processo de abstracao, estaria acontecendo o
processo de integracdo entre as diferentes representagdes, ou seja, um processo
de sintese. Nessa sintese, os aspectos especificos das representagdes do conceito
seriam considerados, sendo crucial o fato de se evidenciar os vinculos, rela-
¢oes e propriedades comuns que foram identificados e que, assim, permitiriam
elucidar o conceito abstrato. Contudo, ao completar todo esse processo, o estu-
dante passa a ter uma no¢ao do conceito abstrato, passa a ser, particularmente,

0 “dono” do conceito.

Sobre o primeiro estagio, envolvendo o uso de uma tnica representagdo do conceito,
Dreyfus (1991) enfatizou que se deve tomar maior precaugdo porque quando se utiliza
uma Unica representacdo de determinado conceito, o foco da atenc¢ao pode ser desviado
para essa representacao e nao no objeto abstrato.

No caso do estagio sobre o uso de mais de uma representacdo, Dreyfus (1991)

enfatizou que o uso de varios exemplos de um conceito possibilita focar os pontos
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comuns, o que levaria os estudantes a dar maior atengdo em propriedades e relagdes
que os direcionariam a desenvolver a abstragdao. Para o autor, quando se consideram
varias representacgoes, as relagdes existentes no conceito abstrato podem ser abordadas
e, assim, pode-se realizar um trabalho especifico envolvendo o conceito. Desse modo, ¢
importante abordar representagdes concretas de um conceito, justamente para favorecer
o aprimoramento do pensamento no sentido de o estudante ser capaz de apontar uma
representacao particular, advinda de sua imagem mental dessa representacao particular.
Para Dreyfus (1991), esse aprimoramento do pensamento pode ser ampliado se o
estudante consegue, assim, a0 mesmo tempo, dispor de varias representacdes para fazer
uso. Por isso, para o autor, representagdo e abstragdo sdo processos complementares,
pois envolvem esse momento de aspectos matematicos (representagdes concretas de
objetos matematicos) articulados aos aspectos cognitivos (imagem mental). Do ponto

vista da aprendizagem:
Por um lado, um conceito é frequentemente abstraido a partir de varias de suas

representagdes, por outro lado representagdes sdo sempre representacdes de um
determinado conceito abstrato. (DREYFUS, 1991, p. 38, tradugdo nossa).

Diante desse processo de aprendizagem que levaria um estudante a abstrair um
conceito de Matematica, o autor enfatizou que a importancia de o estudante abstrair
um conceito ¢ a de ser capaz de controla-lo em termos das representa¢des que se quer
utilizar. E esse controle ¢ importante para o uso dessas representacdes na resolugao de
problemas que envolvem tal conceito.

Dessa maneira, logo ap6s tecermos consideragdes sobre a abordagem a ser dada, em
sala de aula, sobre o conceito geométrico de poligono, indicadas na BNCC (BRASIL,
2017), passamos a apresentar nossa proposta de ensino para favorecer o processo de

abstracdo do conceito de poligono.

O CONCEITO DE POLIGONO NA BNCC

Na BNCC (BRASIL 2017), a divisdo da area de Matemadtica estd centrada em
cinco Unidades Tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas,
Probabilidade e Estatistica. No caso da Geometria, para os anos iniciais e anos finais
do ensino fundamental, destaca-se que o estudo de seus conceitos e procedimentos
ajuda a desenvolver o pensamento geométrico dos alunos, no sentido de que “esse

pensamento é necessario para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir
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argumentos geométricos convincentes” (BRASIL, 2017, p. 269).

Nessa Unidade Tematica Geometria, hé a indica¢do de Objetos de Conhecimento
(OC) (conteudos matematicos) e de habilidades a serem desenvolvidas, tendo como
principio o seguinte: “Em todas as unidades tematicas, a delimitacdo dos objetos de
conhecimento e das habilidades considera que as nogdes matematicas sao retomadas,
ampliadas e aprofundadas ano a ano” (BRASIL, 2017, p. 274).

Assim, para o contetido referente a poligonos, a primeira abordagem sugerida a ser
feita em sala de aula € para o 5° ano do ensino fundamental, a saber: OC — “Figuras
geométricas planas: caracteristicas, representagdes e angulos” (BRASIL, 2017, p.
294). Apesar de mengdo a figuras geométricas planas, a habilidade mencionada revela
que se trata de abordar os poligonos: “Reconhecer, nomear e comparar poligonos,
considerando lados, vértices e dngulos, e desenhé-los, utilizando material de desenho
ou tecnologias digitais” (BRASIL, 2017, p. 295).

Nessa etapa da BNCC (BRASIL, 2017), que se refere aos anos iniciais do ensino
fundamental, o foco ¢ pelo trabalho que favoreca a compreensao dos alunos:

Portanto, a BNCC orienta-se pelo pressuposto de que a aprendizagem em Matematica
estd intrinsecamente relacionada a compreensao, ou seja, a apreensdo de significados
dos objetos matematicos, sem deixar de lado suas aplicagdes. [...] Desse modo, recursos
didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos, livros, videos, calculadoras,
planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica tém um papel essencial para a
compreensdo e utilizagdo das no¢des matematicas. Entretanto, esses materiais precisam

estar integrados a situagdes que levem a reflexdo e a sistematizagdo, para que se inicie
um processo de formalizagdo. (BRASIL, BNCC, 2017, p. 274).

Diante disso, entendemos que essa primeira abordagem permite um ensino de cunho
conceitual a ser feito sobre o significado de poligonos, o que possibilita levar os alunos
a construirem ¢ desenvolverem a abstracdo desse conceito. Dessa forma, o ensino
de poligonos enseja um trabalho que leve os alunos ao reconhecimento das formas
geométricas que seriam poligonos, com base em suas caracteristicas e representacoes,
voltado a compreensdo desse conceito, base para processos escolares posteriores a

formalizagdo matematica.

A PROPOSTA DE ENSINO DE POLIGONO

Com base nos estagios de trabalho didatico de Dreyfus (1991), elaboramos uma
proposta didatica para abordar o conceito de poligono. Tomamos como referéncia ao

ensino o uso de varias representacdes desses conceitos, 0 que nos levou a propor as
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seguintes etapas:

» FEtapa 1: Utilizar mais de uma representagdo do conceito — nesta etapa, deve-se,
primeiramente, obter a estrutura matematica a ser adotada como referéncia, ou
seja, uma defini¢do de poligono. Destacamos que essa situagao nao foi apontada
por Dreyfus (1991), porém entendemos ser importante para definir as represen-
tagdes que fariam parte do ensino em sala de aula, uma vez que ha defini¢des
que envolvem exemplos ndo contemplados em outras definigdes. Dessa forma,
propormos que as representacdes de poligono a serem utilizadas sejam obti-
das apds uma discussao em meio aos seus nao exemplos. Assim, a obtencao de
varias representacdes de poligono consiste em criar conjuntos que implicam no

processo de representagao;

» FEtapa 2: Estabelecer relagoes entre as representagoes do conceito —nesta etapa,
deve-se direcionar os alunos a estabelecerem relagdes entre as representacdes do
conceito de poligono, ou seja, direciona-los a identificar pontos comuns. Quando
os alunos identificam pontos comuns e conseguem apresentar outras representa-
¢oes dos conceitos com base nas relacoes estabelecidas, aproximam suas ideias
do conceito subjacente. Trata-se de favorecer aos alunos que desenvolvam o pro-
cesso de generalizagdo, justamente porque na tentativa de estabelecer relagcdes
entre as representagdes, podem ter condigdes de identificar outras representa-

¢oes do conceito de poligono.

» FEtapa 3: Integraras representagoes do conceito — por fim, esta etapa implica de
o professor direcionar os alunos a integrarem as representacdes, ou seja, realiza-
rem a sintese das relagdes identificadas nessas representagdes. O professor deve
solicitar aos alunos que descrevam sobre o que seriam, segundo os entendimen-
tos construidos, as representagdes estudadas (as de poligono), buscando verificar
se conseguem integrar os aspectos especificos das representacdes, revelando os
vinculos, relagdes e caracteristicas comuns. Ao final, o professor pode dizer os

nomes das representagdes, revelando tratar-se do conceito de poligono.

Dessa forma, ao desenvolver as trés etapas em sala de aula, os alunos podem
vivenciar e se envolver com os processos de representagao, generalizagao e sintese,
favorecendo o processo de abstragdo dos conceitos estudados. Ao final, os alunos
estariam aptos a apresentar uma descri¢do que se aproxima da estrutura matematica

pertinente, compreendendo suas caracteristicas especificas e formas de representacao,
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situagdo esta que revela a aquisi¢do/desenvolvimento do conceito abstrato de poligono.

DESCRICAO DA PROPOSTA DE ENSINO AO CONCEITO DE
POLIGONO

Com base na BNCC (BRASIL, 2017), essa proposta de ensino para favorecer a
construcao do processo de abstracdo do conceito de poligono ¢ para ser desenvolvida
no 5° ano do ensino fundamental, o que leva em consideragdo direcionar os alunos
a reconhecerem as diferentes representagdes de poligono. A forma de condugdo das

aulas segue as etapas anteriormente assumidas.

ETAPA 1: UTILIZAR MAIS DE UMA REPRESENTACAO DO CONCEITO DE
POLIGONO

Inicialmente, ¢ importante mencionar que hé defini¢cdes de poligono — estruturas
matematicas —que apontam algumas caracteristicas diferentes e, assim, representagdes
distintas. Isso foi apontado no estudo de Proenga e Pirola (2009) ao apresentarem
algumas defini¢des de poligono. Esses autores apresentaram definigdes que
consideravam como exemplos de poligono (representagdes simbolicas) as figuras que
tinham somente o contorno (seus lados) e outras, o contorno e mais a regido interna.
Além disso, esses autores verificaram que dentre as defini¢des que consideravam
apenas o contorno das figuras, uma delas assumiu a figura estrelada/entrelacada como
exemplo de poligono.

Desse modo, adotamos para esta proposta de ensino a definicdo de Barbosa (1985,
p. 38, grifos do autor) sobre a estrutura matematica de poligono porque ¢ mais clara
sobre os atributos que definem as figuras que sdo seus exemplos, a saber:

Uma poligonal ¢ uma figura formada por uma seqiiéncia de pontos 4,, A4,,..., 4 €

pelos segmentos 4,4, 4,4,4A,..., A A, . Os pontos sdo os vértices da poligonal € os

segmentos sao seus lados.

Um poligono € uma poligonal em que as seguintes condigdes sdo satisfeitas: (a) 4 =4,
(b) os lados da poligonal somente se interceptam em suas extremidades, (c) cada vértice
¢ extremidade de dois lados, (d) dois lados com mesma extremidade ndo pertencem a
uma mesma reta.

Em sequéncia, o autor apresenta duas figuras que representam um poligono e duas

que ndo o representam:
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Figura 5 — Exemplos e ndo exemplos de poligono.

Fonte: Barbosa (1985).

As duas figuras da mesma linha sdo exemplos de poligono e as duas da linha abaixo
sdo nao exemplos. No caso dos ndo exemplos, a primeira figura ndo esta de acordo
com a letra (d), pois os lados 4B e BC ¢ os lados AE e ED estdo em uma mesma reta. Ja
a segunda figura ndo contempla a letra (b), tendo o lado AB interceptando o lado ED.

Diante disso, no inicio da aula, distribuir os alunos em grupos e entregar uma folha,
contendo o seguinte conjunto: a) representacdes(exemplos) de poligono, contendo, em
algumas delas, detalhes irrelevantes; b) ndo exemplos, formados apenas de segmentos
de reta e abertos; ¢) ndo exemplos, formados de pelo menos uma linha curva, sendo
abertos e fechados. A figura 6 a seguir mostra uma possibilidade de conjunto de figuras

que podem ser utilizadas na aula.
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Figura 6 — Exemplos e ndo exemplos de poligono.

Fonte: O autor.

Solicitar que os grupos observem as figuras € que as separem, segundo a maneira
como acharem mais adequada. Alguns conjuntos de figuras que podem ser formados
seriam constituidos pelo critério de: 1) terem apenas cor interna, o que seria inadequado,
pois cor ¢ irrelevante; ii) possuirem apenas lados formados de segmentos de reta, o
que englobaria, incorretamente, figuras que sao abertas, ou seja, os ndo exemplos;
i11) de serem formadas por segmentos de reta e serem fechadas, o que evidenciaria o
conjunto de poligonos. O importante ¢ que os conjuntos formados exigem dos alunos
suas atividades mentais, baseado no isolamento de propriedades e de relagdes que
foram estabelecendo entre as figuras.

Dessa forma, o objetivo € que o professor direcione os alunos a separem as figuras
em dois conjuntos: poligonos e nao poligonos. Assim, neste momento, o importante

¢ que o professor adote como referéncia o conjunto das representagdes de poligono
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para serem abordadas na sequéncia da aula, situacdo essa que implica no processo
de representacao de poligonos. A discussdo sobre as diferencas e semelhangas ao

conjunto dos ndo poligonos deve ser feita ao final do processo de sintese.

ETAPA 2: ESTABELECER RELACOES ENTRE AS REPRESENTACOES DE
POLIGONO

A partir do conjunto de representacdes de poligono que foi obtido, os alunos devem
estabelecer relagdes entre essas representagdes, buscando, a partir de um processo
mental, pontos comuns. Trata-se de um levantamento/apontamento sobre os vinculos,
relagdes, caracteristicas que seriam proprias desse conjunto como, por exemplo, que
sdo representacdes formadas de segmentos de reta, que sdo fechadas e até mesmo
que a cor ou a espessura das linhas sdo irrelevantes para caracteriza-las. Apos isso, o
professor deve solicitar aos grupos que tentem desenhar figuras que fazem parte desse
conjunto de representagdes de poligono.

Veja que a postura acima favorece aos alunos a oportunidade de realizarem um
processo mental de generalizacdo, uma vez que as poucas representagdes de poligono
que foram utilizadas permitem com que consigam perceber pontos comuns € apontar
outras representacoes. E importante destacar que nesse momento os alunos podem
perceber as caracteristicas, porém, ainda podem ndo conseguir apresenta-las de forma

consciente e organizada.

ETAPA 3: INTEGRAR AS REPRESENTACOES DE POLIGONO

Por fim, nesta Ultima etapa, essa apresentacdo organizada corresponde a levar
os alunos a integrarem as representacdes de poligono, isto €, realizar uma sintese
explicativa sobre essas representagdes. O professor deve solicitar aos alunos que: a) se
baseiem nos vinculos, nas relagdes e nas caracteristicas que foram levantadas na etapa
anterior e expliquem como definiriam o conjunto formado por essas representagoes.

ApOs isso, tecer uma discussao com eles para sintetizar suas ideias no sentido de
direcionar suas defini¢des ao que corresponde ao conceito de poligono, ao conceito
abstrato: ‘as representagoes possuem lados formados apenas de segmentos de reta,
sdo fechadas, tem lados que se cruzam apenas em seus vertices’. Assim, o professor
deve dizer que tais representagdes sdo denominadas de poligonos. Finalizado todo o
processo que levou a abstragao do conceito de poligono, o professor pode solicitar aos

alunos que apresentem outras/novas representacoes com base na defini¢cao apresentada.
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Por fim, retomar o conjunto de ndo poligonos (Etapa 1) e discutir os aspectos que as

fazem ndo serem um poligono.

CONSIDERACOES FINAIS

Buscamos apresentar uma proposta de condug¢do do processo de abstracao,
referente ao conceito de poligono, baseado em suas representagdes simbolicas, no
direcionamento ao processo de generalizacdo dessas representagdes, € no incentivo
a realizagdo de uma sintese integradora pelos alunos. Isso foi feito com foco em
favorecer aos alunos dos anos escolares sugeridos a construirem estruturas mentais,
culminando na abstracao desses conceitos.

Entendemos que as representagdes simbolicas do conceito de poligono, obtidas
pelos alunos em aulas como essas permite leva-los a desenvolverem suas estruturas
mentais, possibilitando-os construir ricas representacdes mentais (caracteristicas
essenciais e exemplos) sobre o conceito abstrato de poligono. Dessa forma, pode-se
também estabelecer uma aproximagao as suas definigdes matematicas, criando lacos
com a simbologia matematica especifica.

Contudo, acreditamos que o uso, pelos professores dos anos iniciais, em suas
aulas, das propostas de ensino apresentadas pode auxilid-los a abordarem a formagao
do conceito de poligono, levando os alunos a abstrairem tais conceitos. O trabalho
feito em sala de aula visa justamente articular aspectos matematicos e cognitivos, o
que contribui para que as estruturas de pensamento que sdo construidas possam ser
utilizadas na compreensdo de outros contetidos matematicos.

Por fim, gostariamos de destacar que apesar de Dreyfus (1991), em sua sequéncia
didatica de quatro estagios, incentivar o uso das representagdes dos conceitos, a nossa
proposta de condugao do processo de abstragao mostra que € necessario adotar de forma
clara uma estrutura matematica a ser tomada como referéncia. Também gostariamos
de chamar a atengao para o fato de que, antes de abordar as representa¢des simbolicas
dos conceitos, decidimos por utilizar representagdes que ndo sdao do conceito, ou seja,

o uso de seus nao exemplos.
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Capitulo 4

ENSINO-APRENDIZAGEM DE INEQUACOES:
UMA PROPOSTA ENVOLVENDO CONGRUENCIA
SEMANTICA

Wilian Barbosa Travassos Marcelo Carlos de Proenga

INTRODUCAO

ABaseNacional Comum Curricular— BNCC (BRASIL,2017,2018) éum documento
oficial brasileiro de carater normativo, regendo um conjunto de aprendizagens
essenciais que todos os alunos da Educagdo Basica, em suas diferentes etapas, devem
desenvolver. Assim, ndo se trata de um curriculo a ser pontuado, mas de um documento
regulamentador para a elaborag@o dos curriculos das escolas brasileiras.

Dentre os fundamentos pedagogicos presentes, destaque-se o foco no
desenvolvimento de competéncias que assegurem as aprendizagens essenciais
definidas na BNCC, que por sua vez, sdo compreendidas em trés niveis de ensino:
a etapa da Educagdo Infantil, a etapa do Ensino Fundamental e, a etapa do Ensino
Meédio.

Referente ao Ensino Fundamental, cujas normativas ao ensino e a aprendizagem
sdo sugeridas na BNCC (BRASIL, 2017), e que corresponde ao nivel de ensino foco
do presente capitulo, vemos que esta etapa elege-se como a etapa mais longa da
Educac¢ao Basica, com duracdo de 9 anos, atendendo estudantes entre 6 ¢ 14 anos em
regime regular.

Na etapa do Ensino Fundamental, na qual ¢ subdividida em anos iniciais e anos
finais, nota-se um maior indice de reprovagdes nos anos finais do Ensino Fundamental
segundo o Censo Escolar realizado em 2018, devido, em casos, as dificuldades dos
alunos em compreender os conceitos abordados.

A complexidade dos contetidos abordados neste nivel ¢ mencionada na BNCC: “Ao

longo do Ensino Fundamental — Anos Finais os estudantes se deparam com desafios de
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maior complexidade, sobretudo devido a necessidade de se apropriarem das diferentes
logicas de organizacdo dos conhecimentos relacionados as areas.” (BRASIL, 2017,
p. 60). Assim, cabe ao professor atrelar ao ensino metodologias, teorias, agdes que
possibilitem favorecer a aprendizagem, e consequentemente, garantindo-lhes maiores
condi¢des de sucesso escolar.

Nesse sentido, para compor o rol de conceitos abordados neste livro, abordamos
no presente capitulo o conteudo de inequagdes de primeiro grau com uma variavel
estudado nos anos finais do Ensino Fundamental, apresentando sugestdes de ensino

para sala de aula.

UNIDADE TEMATICA ALGEBRA E O CONTEUDO DE
INEQUACOES

A fim de desenvolver habilidades e competéncias necessarias ao nivel da Educacao
Bésica, A BNCC apresenta cinco Unidades Tematicas que compdem os diferentes
campos que a matematica retine: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas
e Probabilidade e Estatistica.

No tocante a Algebra, unidade temadtica do referido contetdo trabalhado neste
capitulo, A BNCC apresenta como finalidade
[...] o desenvolvimento de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico
— que ¢ essencial para utilizar modelos matematicos na compreensao, representagao
e analise de relagdes quantitativas de grandezas e, também, de situagdes e estruturas
matematicas, fazendo uso de letras e outros simbolos. Para esse desenvolvimento,
¢ necessario que os alunos identifiquem regularidades e padroes de sequéncias
numéricas e ndo numéricas, estabelecam leis matematicas que expressem a relacdo de
interdependéncia entre grandezas em diferentes contextos, bem como criar, interpretar e
transitar entre as diversas representagdes graficas e simbdlicas, para resolver problemas

por meio de equagdes e inequagdes, com compreensdo dos procedimentos utilizados.
(BRASIL, 2017, p. 270).

Nessa perspectiva, estabelecemos um “/ink” dessa citagdo as inequacdes, na
qual apresentamos ac¢des que sdo inerentes ao conteudo, essenciais no processo de

aprendizagem. Sao elas:

» Identificar e diferenciar uma inequacao de uma equagao;

» Estabelecer leis matematicas que expressam a relagdo de desigualdade de valo-

res numeéricos;
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» Realizar operagdes dentro do campo das propriedades de uma inequagao.

Sobre as inequagdes, especificamente as de primeiro grau com uma variavel a
qual estamos estudando, pontua-se como caracteristica principal a desigualdade de
valores entre dois membros, na qual cada membro pode assumir diferentes valores de
variaveis de ordem 1, ou seja, de primeiro grau. Contudo, levando em consideragao
que o conceito de inequagdo (assim como os demais conceitos na matematica) pode
assumir diferentes representagoes, recorremos a Teoria dos Registros de Representacao
Semiodtica para contribuir no processo de ensino e aprendizagem do conceito de

inequacgdo do primeiro grau com uma variavel.

TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO
SEMIOTICA E O CONTEUDO DE INEQUACOES

A Teoria dos Registros de Representacao Semiotica (TRRS) € uma teoria voltada a
aprendizagem de conceitos matematicos. Seu criador, Raymond Duval, que € psicologo
de formacao, foi pesquisador no Instituto de Pesquisa sobre Ensino de Matematica —
IREM, na cidade de Estrasburgo — Francga, de 1970 a 1995, tendo ocorrido neste ultimo
ano a primeira apresentacdo sistematizada da Teoria, em sua obra intitulada Sémiosis
et pensée humaine: Registres sémiotiques et apprentissages intellectuels (DUVAL;
FREITAS; REZENDE, 2013).

Segundo Duval (2003), na matematica, ao trabalhar conceitos - diferente de outras
ciéncias em que parte dos conceitos abordados podem ser trabalhados por meio de
experiéncias, esse processo ocorre apenas por meio de representagoes, ou seja, nao €
possivel ter acesso aos objetos da matematica no mundo real, devido a sua realidade
abstrata. Assim, numeros, funcdes, equagdes, razdes trigonométricas entre outros, sO
podem ser estudadas por meio de suas representacdes.

Tais representacdes podem estar na forma de simbolos, figuras, graficos, entre
outros tipos, variando conforme objeto matematico estudado. Deste modo, a Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica enfatiza que a aprendizagem da matematica
a nivel conceitual, se d4 por meio da coordenacao e reconhecimento dos objetos
matematicos em suas diferentes representagoes.

As diferentes representagdes que um objeto matematico pode assumir estdo
distribuidas no que Duval (2003) chama de registros. Assim, a partir de quatro grandes

registros, hd uma variedade de representacdes que um objeto matematico pode ser
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representado. Estes registros sdo:

» Lingua Natural: registro na qual define-se por qualquer lingua desenvolvida natu-
ralmente pelo sujeito, podendo ser caracteristico de um grupo de pessoas, uma
comunidade ou uma lingua oficial de um pais. Neste registro, suas representa-

¢Oes semiodticas aparecem comumente na forma de enunciados de problemas.

» Figural: registro que comtempla as diversas formas de representagao de figuras
planas ou em perspectivas (configuracdoes em dimensao 0, 1, 2 ou 3); apreensao

operatoria € ndo somente perceptiva; constru¢ao com instrumento.

» Simbdlico: Registro dos sistemas de escritas, tais como escritas numéricas (bina-

ria, decimal, fraciondria, ...); Algébricas; Simbolicas (linguas formais); Calculo.

» Gréfico: neste registro classifica-se os graficos cartesianos.

Assim, o processo de apreensdo conceitual do objeto matematico estudado, se
d4d no momento que o aluno consegue coordenar espontaneamente ao menos dois
registros de representagdo semiotica. Para isso, dois conceitos essenciais na Teoria sdo

definidos, sdo eles: tratamento e conversao.
» Tratamento: ¢ definido como toda transformagao na representacao semiotica do
objeto matematico de modo que nao altere o seu registro inicial.
» Conversdo: ¢ definido como toda transformagao que faca com que altere o regis-
tro de representagdo inicial.

No quadro 1 a seguir ¢ apresentado tipos de tratamento e conversao envolvendo o

conceito de inequacao do 1° grau com uma variavel.
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Quadro 1 - Exemplos de tratamento e conversao.

Tratamento na representacao semidtica em Lingua Natural: Parafrase

Enunciado: Sabendo que Pedro possui o dobro da idade de Jodo, e que a idade de Jodo somada
com a de Pedro nao é maior que 54 anos. Determine a possivel idade de Pedro.

Tratamento no enunciado: Sabe-se que a idade de Pedro é igual duas vezes a idade de Joao, e
que a idade de Pedro mais a idade de Jodo deve ser menor/igual a 54 anos. Determine a possivel
idade de Pedro.

Tratamento na representacao semiotica no registro simbélico: Calculo
Inequacao algébrica: 4x-32> 5x-12

Tratamento na inequacao: x<-20

Conversao do registro de representacao Lingua Natural para Simbélico

Enunciado em Lingua Natural: Sabendo que Pedro possui o dobro da idade de Jodo, e que a ida-
de de Jodo somada com a de Pedro nao é maior que 54 anos. Determine a possivel idade de Pedro.

Conversao para registro simbdalico: P=2J tal que P+J <54

Conversao do registro de representacao Simbdlico para Lingua Natural
Expressao algébrica: Determine o valor de P, dado a expressao: P=2J tal que P+J <54

Registro em Lingua Natural: Como P equivale a duas vezes o J, e P mais J deve ser necessaria-
mente menor/igual a 54, entdo temos que trés J é menor/igual a 54. Assim, J deve ser igual a 18.
Consequentemente, P deve ser igual a 36.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Referente ao tratamento, observe no Quadro 1 que as transformacdes realizadas
ndo alteraram o registro no qual o objeto matematico ¢ representado. No primeiro
exemplo, foram realizadas transformag¢des na representagdo de modo que nao
alteraram as condi¢des de solugdo do problema, ou seja, realizou-se uma parafrase
no texto de modo a deixa-lo menos complexo, dando enfoque para seu sentido. Este
tipo de transformagdo ajuda no processo de compreensao do conceito abordado, dos

elementos que devem ser considerados na resolucdo do problema bem como para
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realizar a conversao corretamente para um outro registro de representagao semidtica.

Ainda referente ao tratamento, no segundo exemplo apresentado no Quadro 1,
o calculo algébrico ¢ um tipo de tratamento, visto que as transformagdes realizadas
na representacdo ndo alteraram o registro. Vemos que este tipo de tratamento &
fundamental no processo de resolu¢ao para determinar a solug¢do de um problema
envolvendo o conceito de inequagdo, uma vez que, na maioria dos exercicios e
problemas de inequagdo, sua representagdo algébrica inicial ¢ dotada de valores
numéricos e varidveis, necessitando de um tratamento para chegar ao valor da variavel.

Para os exemplos de conversdo de registros de representagdo, apresentamos tanto
do registro Lingua Natural para o registro Simbdlico, como a volta dessa conversao,
ou seja, do registro Simbolico para o registro Lingua Natural.

Referente ao primeiro tipo de conversdo, ¢ notavel a mudanca do registro de
abordagem do conceito de inequacdo. Inicialmente ele vem enunciado sob a forma de
um problema matematico, mas que, apds extrair seus dados de acordo com os critérios
estabelecidos, utilizando-se da linguagem matematica por meio de simbolos, temos o
conceito de inequagdo agora em sua representacdo algébrica.

Por outro lado, no segundo tipo de conversao, temos uma descri¢do em lingua
natural (lingua portuguesa) detalhada da expressdo matemadtica fornecida. Dessa
forma, realizamos uma mudanca do registro Simbolico para o registro Lingua Natural.

Estes exemplos de tratamentos e conversdes envolveram apenas oS registros
Simbdlico e Lingua Natural e o conceito de inequacdo, entretanto, diversas outras
conversoes € tratamentos poderiam ser exemplificadas assim como outros conceitos
abordados.

Além dos conceitos de tratamento e conversdo, conceitos estes fundamentais
para apreensdo conceitual do objeto matematico estudado, Duval (2009) fala sobre
o fendmeno da ndo-congruéncia entre as representagdes de um mesmo objeto. No
processo de conversao, nem toda transformagao de registro terd a mesma complexidade
entre suas diferentes formas, variando conforme o grau de ndo-congruéncia. Assim,
trés condigdes/critérios devem ser preenchidos nesse processo para que a conversao

seja congruente:

» Correspondéncia semantica: nesta condi¢do, cada unidade significante presente
em uma representacao deve ter correspondéncia semantica com as unidades sig-

nificantes da outra representagao;
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» Univocidade semantica terminal: nesta condi¢do, a conversao de uma unidade
significante presente no registro de partida deverd resultar em apenas uma uni-

dade significante no registro de chegada;

» Ordem das unidades significantes: nesta condigdo, a apreensao das unidades sig-
nificantes, tanto do registro de partida como do registro de chegada, deve estar

na mesma ordem.
Diante desses critérios, Duval afirma que:

[...] quando um desses trés critérios ndo ¢ verificado, as representacdes ndo sdo mais
congruentes entre elas, e a passagem de uma a outra ndo tem mais nada de imediato.
Pode igualmente fazer-se que duas representagdes sejam congruentes em um sentido de
conversdo e ndo-congruentes para a conversao inversa. Por exemplo, a expressao “e a
representagao cartesiana dos dois quadrantes determinados respectivamente pelos semi-
eixos Y e X positivos, e negativos, sdo congruentes se passamos da escritura algébrica
ao grafico, mas nao sdo para a passagem inversa (DUVAL, 2009, p. 18-19).

Assim, toda tarefa na qual a conversdo ¢ congruente, os niveis de acertos tendem

a ter alta taxa de sucesso. Por outro lado, toda tarefa na qual a conversao deixa de ser

congruente, hd uma maior taxa de fracasso nas conversoes, variando conforme o grau
de ndo-congruéncia (DUVAL, 2009).

Saber articular essas condi¢des de congruéncia pode ser uma ferramenta poderosa

no processo de ensino e aprendizagem de conceitos matematicos, visto que, tais

condi¢des determinam a complexidade da conversdo e, consequentemente, 0 sucesso

da atividade matematica.

INEQUACOES: UNIDADES SIGNIFICANTES

O que define os casos de congruéncia semantica no processo de conversao siao
as unidades significantes como apresentado anteriormente, assim, sua ordem,
correspondéncia e univocidade podem interferir na compreensao do objeto matematico
estudado, que por sua vez, possui suas unidades significantes especificas, assim como
pode possuir unidades significantes comum a outros objetos da matematica.

Para exemplificar o que sdo essas unidades significantes, observe o problema a
seguir:

Problema contextualizado: O Centro Esportivo Francisco Bueno Neto, popularmente

conhecido como Chico Neto, é um dos principais gindsios de Maringd, com capacidade
para aproximadamente 6000 espectadores. Em uma determinada partida de Futsal,
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sabe-se que o numero de adolescentes foi de 2640 e que o numero de adultos foi igual ao
dobro de idosos. Com base nessas informagoes, e considerando a capacidade maxima
de 6000 pessoas, encontre o possivel numero de idosos espectadores desta partida
(Considere faixas etarias diferentes para cada categoria) (TRAVASSOS, 2018, p. 72).

Para converter este problema em linguagem matematica na representagao algébrica,
uma das formas ¢ primeiramente extrair os dados numéricos, neste caso, “Adolescentes
= A = 2640”, “capacidade maxima do estddio = C = 6000 pessoas” e as varidveis
“Idosos = x” e “Adultos = 2x”. A partir disso, monta-se a expressao que satisfaca as
condigdes de solugio estabelecidas no enunciado do problema. E aqui que se identifica
o conceito de inequagao.

Observe que a passagem textual “considerando a capacidade méaxima de 6000
pessoas” ¢ uma condicionante do problema, assim, o nimero de pessoas (adolescentes
+ adultos + idosos) ndo deve exceder a capacidade maxima do estddio. O termo
“maximo” ¢ uma unidade significante, presente no campo semantico do conceito, uma
vez que “maximo” pode ser interpretado como “menor ou igual a”, logo, a conversao
do problema para a representagdo algébrica e seu tratamento ficara da seguinte forma:

Conversao para a representacio algébrica:
A+x+2x<C

Tratamento na representacio algébrica:
2640 + x +2x < 6000
x +2x <6000 - 2640
3x <3360
x <1120

Observe que a identificagdao da unidade significante que representa a desigualdade de
valores, ¢ fundamental para trabalhar com o conceito de inequagao de maneira correta.
Além, da unidade significante mdxima presente no problema, as palavras adolescentes,
adultos, idosos, e os nimeros 2640 e 6000 sao também unidades significantes no
processo de conversdo do problema. A diferenga entre essas e a palavra mdxima, ¢ que
¢ esta ultima quem indica de forma implicita que se trata de um problema envolvendo
uma inequacao.

E se ao invés da palavra madxima, substituirmos ela por menor ou igual a? Neste

caso, o processo de abstracao dessa informagao pelo aluno certamente o condicionara
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a uma conversao correta do sinal de desigualdade, uma vez que menor ou igual a faz
referéncia direta ao sinal algébrico

Além da palavra mdxima, outras palavras podem vir a aparecerem em enunciados
de problemas envolvendo o conceito de inequacao e que também representam uma
desigualdade de valores, sdo elas: inferior, superior, limite inferior, limite superior;
a partir;, minimo, exceder; ultrapassar, superar; vencer, rentavel, lucro, prejuizo,

recorde, etc., variando conforme o contexto do problema.

INEQUACOES: EXEMPLIFICANDO OS CASOS DE
CONGRUENCIA SEMANTICA

Além do reconhecimento das unidades significantes que representam os sinais de
desigualdades, os trés critérios de congruéncia semantica sdo elementos essenciais no
que tange a aprendizagem de inequagdes.

Segundo Duval 2009,

[...] Esses trés critérios permitem determinar a congruéncia entre duas representagdes
semioticamente diferentes e representando, ao menos, parcialmente o mesmo contetdo.
Duas representacdes sdo congruentes quando ha correspondéncia semantica entre
suas unidades significantes, univocidade semantica terminal e mesma ordem possivel
de apreensdo dessas unidades nas duas representacdes. Naturalmente, pode ndo
haver correspondéncia para nenhum desses trés critérios, para dois ou somente para
um. A ndo-congruéncia entre duas representacdes pode entfo ser maior ou menor. A

dificuldade da conversdo de uma representagdo depende do grau de ndo-congruéncia
entre a representacdo de partida e a representag@o de chegada (DUVAL, 2009, p. 69).

Nas figuras a seguir, apresentamos detalhadamente o que cada condigdo implica
na conversdao das representagdes em Lingua Natural para a Algébrica, envolvendo

inequagoes.

Figura 1 - Correspondéncia semantica ndo satisfeita.

Fonte: Adaptado de Travassos (2018, p. 69).
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No exemplo da figura 1, apresentamos na parte superior a representagao de uma
inequacdo em Lingua Natural. Abaixo, sua conversdo para a representagdo Algébrica.
Nesta conversao, marcamos com as letras A, B e C as unidades significantes que compde
as representagdes, assim, cada unidade significante presente no registro de partida
(Lingua Natural) deve apresentar correspondéncia com as unidades significantes no
registro de chegada (Algébrico).

Neste caso apresentado na figura 1, as unidades significantes A e C possuem
correspondéncia, (haja vista que sdo iguais), no entanto, a unidade significante B
(limitante inferior) nao possui correspondéncia semantica com o sinal de >, uma vez
que nao apresenta similitude com o mesmo, ¢ que dessa forma, torna o processo de
conversao mais complexo.

Na figura 2 apresentamos um exemplo de conversdo envolvendo a condi¢do de

univocidade semantica terminal.

Figura 2 - Univocidade semantica terminal ndo satisfeita.

Fonte: Adaptado de Travassos (2018, p. 69).

Assim como o exemplo apresentado anteriormente, as unidades significantes A e C,
presentes no registro de partida, apresentam univocidade com as unidades significantes
A e C presentes no registro de chegada. Entretanto, a unidade significante B (ndo
¢ menor) ndo apresenta univocidade semantica, uma vez que ndo é menor implica
em duas unidades significantes, ou seja, maior ou igual, podendo vir a confundir
facilmente o aluno no processo de conversao entre as representagoes.

Na figura 3 apresentamos um exemplo na qual ndo € satisfeita a ordem de apreensao
das unidades significantes.
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Figura 3 - Ordem de apreensdo das unidades significantes ndo satisfeita.

Fonte: Adaptado de Travassos (2018, p. 69).

Neste exemplo referente a terceira condi¢gdo de congruéncia semantica aqui
apresentada, nota-se a divergéncia entre a ordem das unidades significantes presentes
no registro de partida e registro de chegada. Enquanto no registro de chegada temos
uma inequacdo do tipo x>15, na representagdo em Lingua Natural, se extrairmos
as unidades significantes em sua ordem de apreensdo, teremos /5, menor valor
e x, divergindo da maneira habitual de expressar a representa¢do algébrica de uma
inequacgao, que ¢ apresentar o valor da variavel em ralagdo a algum numero, e ndo o
contrario.

Por fim, na figura 4, apresentamos um exemplo de conversdo congruente, ou seja,
todas as trés condi¢des sdo satisfeitas na passagem de um registro de representagdo

para outro.

Figura 4 - Conversdo congruente da representacdo em Lingua Natural para a representacao Algébrica.

Fonte: Adaptado de Travassos (2018, p. 69).

Segundo Duval, “toda tarefa na qual a conversao das representacdes ¢ congruente da
lugar a uma taxa elevada de sucesso. Toda tarefa na qual a conversdo nao ¢ congruente
d4 lugar a uma taxa mais ou menos fraca de sucesso, conforme o grau de ndo-
congruéncia.” (2009, p. 19). Deste modo, saber articular as condi¢des de congruéncia

semantica nos exercicios e problemas de inequacdes pode favorecer a aprendizagem
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do aluno na aprendizagem do conceito.

PROPOSTA DE ENSINO DE INEQUACOES

Na BNCC de Matematica do Ensino Fundamental, um dos objetivos da Unidade
Tematica Algebra é o desenvolvimento do pensamento algébrico no que se refere as
técnicas voltadas aresolugdo de inequacgdes, e enfatiza: “Devem ser desenvolvidas como
uma maneira de representar e resolver determinados tipos de problema, e ndo como
objetos de estudo em si mesmos” (BRASIL, 2017, p. 270). Ou seja, a aprendizagem
deve extrapolar o dominio da matematica formal, de modo a utilizar esse conhecimento
para resolver problemas/situagdes-problemas. Assim, essa proposta de ensino visa
articular elementos fundamentais para aprendizagem do conceito de inequagdes em
suas diferentes faces, presentes em enunciados de exercicios e problemas.

No processo de aprendizagem do conceito de inequagao, elencamos anteriormente
trés itens, dos quais consideramos pertinentes, que sdo: identificar e diferenciar uma
inequagdo de uma equagdo; estabelecer leis matematicas que expressam a relagdo
de desigualdade de valores numéricos; realizar operagoes dentro do campo das
propriedades de umainequagdo. Estes itens, sob a 6ticada TRRS, consiste: na conversao
e tratamento de registros de representacdo semiotica, partindo do reconhecimento de
unidades significantes que indicam se tratar do conceito de inequagdo; da conversiao
para a linguagem matematica por meio de uma relagdo de desigualdade de valores; e
por fim, o tratamento na representacao final para determinar o valor da variavel.

Assim, essa proposta de ensino por meio dos aspectos supracitados busca propiciar
ao professor condigdes para que exer¢a um ensino que possibilite a aprendizagem
significativaanivel conceitual do objeto matematico inequagado. Paratanto, organizamos
a proposta para ser desenvolvida com alunos dos Anos Finais do Ensino Fundamental
que ja receberam um ensino sobre equagdes € que ja iniciaram a aprendizagem de
inequagdes. Entendemos ser necessario o conhecimento e manejo por parte dos alunos
envolvendo contetudos anteriores, tal como equagdo, visto que estamos prosseguindo
ao desenvolvimento do conceito de inequagdes.

Segunda a BNCC (2017):

No Ensino Fundamental — Anos Finais, os estudos de Algebra retomam, aprofundam
e ampliam o que foi trabalhado no Ensino Fundamental — Anos Iniciais. Nessa fase, os

alunos devem compreender os diferentes significados das variaveis numéricas em uma
expressao, estabelecer uma generalizag@o de uma propriedade, investigar a regularidade
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de uma sequéncia numérica, indicar um valor desconhecido em uma sentencga algébrica
e estabelecer a variagdo entre duas grandezas. E necessario, portanto, que os alunos
estabelecam conexdes entre variavel e fungdo e entre incognita e equacao. (BRASIL,
2017, p. 270-271).

Entretanto, a BNCC ndo especifica sobre o conteudo de inequacdes, sendo
apresentado de modo geral para conceitos algébricos, deixando, assim, transparecer,
de forma inadequada, que saber operar com inequagdes €, sobretudo, saber operar com
equacdes. Deste modo, é necessario trabalhar com o conceito de inequagdes apos ter
definido o conceito de equacao, devido a similaridade dos procedimentos matematicos
necessarios a sua resolucgdo. Tal indicagdo ndo ¢ mencionada na BNCC, mas pode
ser encontrada nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998), documento
este vigente em todo territorio brasileiro até o ano de 2016 substituido com o novo
documento — BNCC.

Nos PCN, o seguinte trecho ¢ mencionado:

Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver alguns aspectos da algebra, ¢
especialmente nas séries finais do ensino fundamental que as atividades algébricas serdo
ampliadas. Pela exploracdo de situagdes-problema, o aluno reconhecera diferentes
fungdes da Algebra (generalizar padrdes aritméticos, estabelecer relagdo entre duas
grandezas, modelizar, resolver problemas aritmeticamente dificeis), representara
problemas por meio de equagdes e inequagdes (diferenciando parametros, varidveis,

incognitas, tomando contato com formulas), compreendera a “sintaxe” (regras para
resolugdo) de uma equagdo. (BRASIL, 1998, p. 50-51).

A fim de propiciar o desenvolvimento da compreensao dos alunos sobre as fungoes
da algebra, elaboramos uma sequéncia de atividades considerando que os alunos ja
tiveram contato com o conteudo de inequagdes em um primeiro momento, € que,
assim, essa sequéncia de atividades busca avangar para a aprendizagem de inequagdes
no que se refere a compreensao e resolucdo de problemas matematicos em Lingua
Natural.

No Quadro 2 a seguir, apresentamos oito questdes de inequacao (geralmente
entendidas e utilizadas como exercicios), elaboradas por Travassos (2018) e adaptadas
para este trabalho. Essas questdes foram elaboradas com base nas trés condi¢des de
congruéncia semantica de modo a elevar-se o nivel de complexidade na medida em que
o aluno vai resolvendo-as. Assim, pode-se trabalhar com niveis de complexidade de
conversoes que vao do congruente ao nao-congruente, de forma gradual, familiarizando

o aluno com os processos de resolucao de uma inequagao em dois tipos de registros:
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Lingua Natural e Simbolico - Algébrico.

Quadro 2 — Questdes envolvendo congruéncia semantica.

1) Determine x sabendo que seu valor somado com 2 vezes o seu préprio valor é maior que 27.

Conversao para o registro algébrico: x + 2x > 27
2) Pensei em um numero x, em seguida multipliquei-o por -3, cujo valor ficou maior que 15. Qual
possivel nimero pensei inicialmente?

Conversao para o registro algébrico: x x (-3) > 15
3) Um numero inteiro x somado com seu dobro ndo é menor que 36. Represente algebricamente
o enunciado, em seguida, resolva utilizando os procedimentos necessarios.

Conversao para o registro algébrico: x + 2x > 36

4) Nao é igual, nem maior que 12 a soma entre x e seu triplo. Escreva a expressdao em sua forma
algébrica, em seguida, determine o valor de x.

Conversao para o registro algébrico: x - 3x < 12

5) E no minimo 17 a soma entre um ndmero par e seu sucessor. Quais valores esse nimero pode
assumir de modo que essa relacao seja satisfeita?

Conversao para o registro algébrico: 2x + (2x+ 1) = 17

6) Determine x de modo que ao realizar a diferenca com seu dobro resulte em um nimero nao
negativo.

Conversao para o registro algébrico: 2x + (2x+1) = 17

7) Sabe-se que o valor maximo que x pode assumir é igual o produto entre 3 e seu dobro. Deter-
mine x.

Conversao para o registro algébrico: x <3 x 6

8) Sabe-se que o limite inferior dos valores que um ndmero x somado com 8 pode assumir é igual
a diferenca de dois numeros iguais. Determine x.

Conversao para o registro algébrico:x+8=>y-y

Fonte: Adaptado de Travassos (2018, p. 79-82).

Tendo em vista que o aluno ja tenha conhecimento do que seja inequagdo e saiba
operar em sua forma algébrica, elencamos IV momentos para trabalhar com esta

sequéncia de atividades, cujas orientagdes para cada momento sao detalhadas a seguir.

MOMENTO |

Para o momento I, consideramos pertinente trabalhar com a resolugdo das equagoes
1 e 2 com os alunos distribuidos em duplas. Nas questdes 1 e 2, as conversoes entre 0s
registros em Lingua Natural e Simbdlico — Algébrico sdo congruentes, pois apresentam

correspondéncia semantica, univocidade semantica terminal € mesma ordem de
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apreensao das unidades significantes que a compde.

Ao iniciar a aula, o professor pode apresentar aos alunos as duas questdes na lousa e
pedir para formarem duplas para resolverem-nas. Questoes desse tipo sdo favoraveis a
serem as primeiras questdes para trabalhar a conversao para a representacao algébrica
devido ao seu baixo nivel de complexidade para realizar a transformacao em linguagem
matematica. E uma maneira do aluno habituar-se com o modo de montar a expressao
assim como entender a relagdo de desigualdade de valores que ha.

Tendo ciéncia do significado das palavras, espera-se que nessas atividades os alunos
apresentem €xito no processo de conversdo, visto se tratar de questdes congruentes.
Contudo, davidas podem surgir, tais como: como é o sinal de maior? Como é o sinal
de menor? Como é o sinal de maior/igual? Como é o sinal de menor/igual. Assim,
ap6s dar um tempo para resolugdo das atividades, sugere-se que o professor resolva-as
na lousa apresentando as unidades significantes presentes no enunciado explicando
sua relagdo com a representagdo algébrica. Neste momento, também ¢ viavel fazer
uma recapitulacao das propriedades de operagdes de inequacdes ao ir realizando o

tratamento nas inequacdes.

MOMENTO Il

No momento II, apds a resolugdo e explicagdo das questdes 1 e 2 feitas pelo
professor na lousa, passa-se as questdes 3 e 4, orientando os alunos para identificarem
as informagdes que saltam aos olhos (unidades significantes) para assim montar uma
expressdo algébrica para ser resolvida algebricamente.

Nas questdes 3 e 4, as conversdes ja ndo sdo mais congruentes, visto que a questao
3 nao satisfaz o critério de univocidade semdntica terminal, haja vista que a unidade
significante ndo é menor € passivel de ser interpretada matematicamente como igual,
maior ou maior/igual. J& a questdo 4 ndo satisfaz o critério de ordem das unidades
significantes pois a primeira unidade significante no registro Lingua Natural faz
referéncia ao sinal de desigualdade na representagdo algébrica.

Assim, sugere-se que apos um determinado tempo (suficiente para os alunos
tentarem resolver as duas questdes) o professor intervenha questionando-os, de maneira
coletiva, como resolveram a questdo 3, se conseguiram montar a expressao algébrica,
se estavam tendo dificuldades em identificar os dados etc. Apds ouvir as duvidas,

resolver a questdo 3 na lousa, juntamente com os alunos, explicando a conversao de
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cada unidade significante do registro em Lingua Natural para a representagdo algébrica
assim como o tratamento algébrico necessario para solugdo. Na sequéncia, orienta-los
para como resolver a questao 4, tomando como base a resoluc¢ao da questao 3 feita na
lousa.

Aconselha-se nesse momento caminhar pela sala orientando as duplas sobre os
procedimentos corretos a serem feitos para resolucao da questdo 4, pois algumas
davidas podem persistir visto que a ordem das unidades significantes nao ¢ satisfeita,
tornando complexo o processo de montar a expressao algébrica de maneira correta.
Apos o tempo necessario para resolugao desta questdo, o professor deve resolvé-la
na lousa, dando €nfase na explicagdo relacionada a ordem das informagdes contidas
no enunciado, que por sua vez, troca-se ao passar para a linguagem matematica

(representagdo algébrica).

MOMENTO [l

No momento III, devido ao grau de complexidade das questdes, aconselha-se
a mudar a dindmica da sala, sendo agora trabalhado com grupos de quatro alunos,
favorecendo as discussdes entre os colegas, possibilitando assim um posicionamento
critico de cada individuo do grupo no processo de resolugdo das questdes, que neste
momento, serdo aplicadas as questdes 5 e 6.

Nas questdes 5 e 6, dois dos critérios de congruéncia nao sdo satisfeitos em
ambas questdes. Na questdo 5 a ordem das unidades significantes ndo ¢ satisfeita
como observa-se ao identificar a unidade significante minimo ao iniciar a leitura
do enunciado, e, a condi¢do de univocidade semantica, pois a palavra numero par
pode ser facilmente interpretada como sendo o nimero 2, 4, 6..., ou até mesmo um
nimero genérico representado por x. Entretanto, ¢ preciso compreender que podemos
considerar 2, 4, 6, x como sendo um nimero par, mas ndo o representar como um
numero par diante dessa situagao.

Jana questdo 6, nao ¢ satisfeita as condi¢des de correspondéncia semantica visto que
apalavraresulte pode ser interpretada como resultado que faz parte do campo semantico
da palavra igual, sendo esta referente ao conceito de equacdo e nio inequagao, ou seja,
¢ uma unidade significante matematica que nao possui correspondéncia, podendo vir a
confundir o aluno no processo de conversao. Sobretudo, nessa questdo também ndo ¢é

satisfeita a condi¢@o de univocidade semantica ja que a expressao textual ndo negativo
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faz referéncia a duas unidades significantes na representacao algébrica, que € o sinal
de maior/igual (>) e o nimero zero (0).

Ao passar as questdes na lousa para serem resolvidas pelos grupos, o professor
deve realizar algumas orientacdes a respeito do processo de conversdo dos registros,
tais como: ter ateng¢do ao analisar as informagoes contidas no enunciado, realizar
corretamente as operagoes matemdticas na representagdo algébrica e verificar se a
solucdo condiz com os critérios estabelecidos no enunciado.

A resolucao destas questoes pode demandar um maior tempo para serem resolvidas
devido a complexidade de sua conversdo. Algumas dividas podem surgir, tais como:
Pode ser qualquer numero par? O que é um sucessor de um numero? O que é valor
minimo? Neste caso, o professor pode realizar algumas ponderagdes a respeito dessas
duvidas de modo a ndo interferir negativamente no processo de aprendizagem, mas
apenas colaborar para a constru¢dao de um modelo mental dessas unidades significantes

quando entendidas em sua forma algébrica, por exemplo:

Pergunta 1: Pode ser qualquer numero par?

Sugestdo de resposta: Poderia, mas neste caso o enunciado ndo especifica qual
numero par deve ser apresentado, assim, podemos representar um numero par de
maneira genérica. Como representa um numero par de maneira genérica?

Caso, a partir dessa indagac¢ao, o aluno represente um nimero par como sendo apenas
x, realize uma nova pergunta para ele apresentando uma falha em sua representacao,
por exemplo: Mas o que garante que x é par? E se x for 3? 3 é um numero impar!

Deixe-o refletir a partir disso com o restante do grupo.

Pergunta 2: O que é um sucessor de um numero?
Sugestio de resposta: O sucessor de um numero é aquele que o sucede, por
exemplo, qual o proximo numero depois do 10? Qual o proximo numero depois do

99? O proximo numero que vem em sua contagem é seu sucessor!

Pergunta 3: O que é valor minimo?
Sugestdo de resposta: Valor minimo é o menor valor que um conjunto de valores
pode assumir, por exemplo, qual a menor quantia de crédito, em reais, que vocé pode

colocar em seu celular? Esta menor quantia é o valor minimo!
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Para as dividas referente a questdo 6, podem aparecer algumas das seguintes: O
que é diferenca? O que é um numero ndo negativo?

Nestes casos, temos algumas sugestdes de respostas, tais como:

Pergunta 1: O que é diferenga?

Sugestao de resposta: Diferenca é o valor que sobra quando vocé faz uma subtragdo
de dois valores, por exemplo: (aqui o professor pode perguntar a altura de dois alunos
do grupo e dizer que a diferenca de altura de um para outro é x, onde x é o valor

correspondente a altura W menos a altura 7).

Pergunta 2: O que é um numero ndo negativo?

Sugestdo de resposta: Indagar o aluno sobre o que é um numero positivo, sobre
0 que é um numero negativo e se o zero é positivo ou negativo, por exemplo: O 10
(escrever) é positivo? Se ele é positivo entdo ele ndo é negativo, certo? E o -2? E 0?
Ir apresentando exemplos que favorecam a compreensdo do que seja um numero ndo
negativo.

Ao final do tempo necessario de resolugdo das questdes pelos grupos, convidar dois
alunos, de grupos distintos, para explicarem na lousa como realizaram a conversao
para a representacdo algébrica. Neste momento, alguns erros podem aparecer, como
aqueles mencionados anteriormente. Assim, o professor deve explicar para toda a sala

o porqué de cada erro, detalhando seus motivos.

MOMENTO IV

No momento IV, a dindmica da sala continua a mesma do momento III, com a
realizagdo das atividades em grupo de quatro alunos. Neste momento, serdo aplicadas
as questoes 7 e 8.

Nas questdes 7 e 8, nenhuma das condi¢des de congruéncia semantica sao satisfeitas,
tornando-as mais complexas no que se refere a conversdo das representagdes. Na
questdo 7 o registro em Lingua Natural tem como unidade significante inicial a
palavra valor maximo, que faz referéncia ao sinal matematico de desigualdade menor/
igual (<), possui em seu enunciado a palavra igual que ¢ uma unidade significante
do conceito de equagdo e pode confundir o aluno em sua interpretacdo, ja que nao
apresenta correspondéncia com nenhuma unidade significante no registro de chegada

(expressdo algébrica), pois, a palavra igual faz referéncia ao segundo membro da
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igualdade; e, a unidade significante valor mdximo ndo possui univocidade semantica
terminal por conta de admitir triplo significado no processo de conversao, podendo vir
a ser convertida matematicamente para igual, menor que ou menor/igual.

Para a questdo 8, a ordem das unidades significantes ndo ¢ satisfeita visto que a
primeira unidade significante no registro em Lingua Natural ¢ a palavra limite inferior
que refere-se ao sinal de maior/igual (=); nao € satisfeita a correspondéncia semantica,
haja vista que o enunciado possui a palavra igual assim como a questdo 7, e, ndo
satisfaz o critério de univocidade semantica terminal pois a unidade significante /imite
inferior pode ter significado de maior, igual, maior/igual ou até mesmo ser confundido
com valor minimo, que por sua vez apresenta outras representacdes em linguagem
matematica.

Ao passar as questoes 7 e 8 na lousa, o professor deve orientar os alunos sobre os
procedimentos necessarios as resolucdes das questdes, assim como apresentados no
momento III. Essas duas questdes sao consideradas, teoricamente, as mais complexas
devido a serem ndo-congruentes. Deste modo, elencamos possiveis dividas e sugestdes
de respostas das questdes 7 e 8, respectivamente.

Para questdo 7, algumas possiveis duvidas que surgirdo durante a resolugcdo da
questdo pelos grupos sdo:

Pergunta 1: O que é valor mdximo?

Sugestdo de Resposta: Valor mdaximo é o maior valor que determinada variavel
pode assumir. Por exemplo, em uma prova valendo 100 pontos, qual o valor maximo

que vocé pode tirar nessa prova? 100! Pois, esta nota é a maior possivel.

Pergunta 2: O que é produto entre 3 e seu dobro?
Sugestdo de Resposta: Produto é o resultado de uma multiplicagdo. Neste caso, o

produto (resultado) refere-se a multiplicacdo de 3 e seu dobro.

Pergunta 3: O que é que “x pode assumir”?
Sugestdo de Resposta: Nesse caso, estd se referindo ao valor numérico que x pode

ser.

Para a questdo 8, algumas possiveis duvidas que surgirdo durante a resolugdo da
questdo pelos grupos sdo:

Pergunta 1: O que é limite inferior?
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Sugestao de resposta: Limite inferior é o menor valor que pode ter em um conjunto
de exemplo, referente as notas da disciplina de matematica, qual o limite inferior para
passar de ano escolar? Ou seja, qual o menor valor? Este é o limite minimo, o limite

inferior!

Pergunta 2: Como assim ‘“‘diferenca de dois numeros iguais”?

Sugestao de resposta: Como vimos na questdo 6, a diferenca é o resto que sobra
de uma subtragdo de valores. Assim, dado dois numeros iguais, qual a diferenga dessa
subtragdo?

O professor deve sempre lembrar que o objetivo dessas intervencdes nunca ¢ dar a
resposta, mas fazer com o que o aluno reflita sobre a duvida, e, para isso, o professor
deve utilizar de exemplos recorrendo a uma linguagem mais acessivel ao aluno.

Apds um tempo, o professor pode convidar mais dois alunos de grupos distintos
(ou até mesmo um aluno de cada grupo) para resolverem a questdo 7 na lousa
e assim discutirem coletivamente, sobre a resolu¢do que cada grupo chegou. O
objetivo ¢ analisar se os alunos realizaram corretamente a conversdo dos registros
de representagdo identificando as unidades significantes, assim como o tratamento
algébrico na inequagao

Dentre as possiveis duvidas elencadas anteriormente, no momento da resolucdo
na lousa podem surgir erros que os alunos nao tomaram como davidas. Exemplo: Na
questdo 7, pode ocorrer de determinados grupos colocarem como conversao algébrica
do enunciado a seguinte expressdo: x=3x6. Este tipo de erro ocorre devido a ma
interpretacdo da unidade significante valor mdximo, cuja confusdo ¢ corroborada por
outra unidade significante, o termo igual presente no enunciado.

Vemos que o termo igual faz referéncia aos valores que x pode assumir, ou seja
igual refere-se ao segundo membro da desigualdade e ndo ao sinal que divide os
membros da expressao algébrica. Assim, o professor deve explicar tal fato, mostrando
que o sinal de igual (=) estd incorreto devido a primeira unidade significante — valor
mdximo. Para que x tenha valor maximo, x deve ser menor ou igual (<) a um valor, e
ndo apenas igual (=).

A mesma situacdo pode ocorrer na questao 8, com o diferencial de que, neste caso,

os valores de x serdo maiores ou iguais (=) a algum valor, e ndo apenas igual (=).
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INEQUACOES: PROBLEMAS CONTEXTUALIZADOS

Além desses exemplos de atividades de inequagdes supracitadas, pode-se trabalhar
problemas contextualizados nesse viés da congruéncia semantica, alterando as unidades
significantes para que o aluno possa reconhecer o objeto matematico estudado e saber
operar, mesmo em situagdes em que as condi¢cdes de congruéncia ndo sio satisfeitas.

O processo de elaboracdo de problemas contextualizados torna-se mais complexo
diante de outros fatores como equivaléncia referencial, linguagem utilizada, extensao
do enunciado, nimero de condigdes para resolucdo do problema, etc. Entretanto,
no processo de resolucdo, conhecer desses elementos que a Teoria dos Registros de
Representagdo Semidtica apresenta, pode colaborar na compreensdo e solucdo da
situagao.

Apresentamos no quadro 3 a seguir dois exemplos de problemas contextualizados
utilizando os casos de congruéncia semantica, sendo que o segundo problema
corresponde as modificagdes feitas na linguagem do primeiro problema de modo a
atender a algumas condicdes de congruéncia semantica, e, dessa forma, favorecer
o entendimento pelo aluno sobre a conversdo das ideias contextuais a linguagem
algébrica na forma de inequagao.

Quadro 3 — Problema contextualizado e seu tratamento — registro Lingua Natural.

Problema contextualizado

1) Devido ao descaso com a educacao brasileira e sobretudo, com as reformas impostas pelo go-
verno a fim de cortar gastos, Célio, professor do Magistério, decidiu verificar a seguinte situacao:
sabe-se que o piso nacional do magistério para o ano de 2017 segundo o MEC é de R$2.298,80
para carga horaria de 40 horas semanais. Sabe-se também que em média, o custo de um depu-
tado federal segundo levantamento de dados realizado pelo Congresso em Foco fica em média
R$168.662,44 mensal. Com base nessas informagdes, quantos saldrios integrais de professor do
magistério sao necessarios juntar, no minimo, para pagar o custo de um deputado no periodo de
um més?

Tratamento no problema contextualizado

2) Devido ao descaso com a educacdo brasileira e sobretudo, com as reformas impostas pelo go-
verno a fim de cortar gastos, Célio, professor do Magistério, verificou a relacdo salarial entre profes-
sores e deputados federais, chegando as seguinte informagdes: saldrio do professor do magistério
- R$2.298,80; custo de um deputado federal durante um més - R$168.662,44. Sabendo disso, Célio
conclui que: sdo necessarios x salarios de professores, no minimo, para pagar o custo de um depu-
tado federal durante um més. Sabendo disso, determine a quantidade x de saldrios.

Fonte: Adaptado de Travassos (2018, p. 84).
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Observe que no primeiro exemplo hd uma maior riqueza nos detalhes de cada
informacao, apresentando, sobretudo, algumas informag¢des numéricas irrelevantes
tais como 2017 e 40 horas semanais. Além disso, a estrutura no enunciado como um
todo permite confundir o aluno devido as relagdes sintaticas, ou seja, das relagdes
formais que interligam os constituintes da sequéncia, as unidades significantes estao
esparsas no contexto.

Ja no segundo exemplo fizemos modificagdes no enunciado de modo a organizar
a disposicao das unidades significantes, eliminando frases desnecessarias, deixando-o
mais “claro”. Referente a conversao, basta converter a parte textual sdo necessarios x
salarios de professores, no minimo, para pagar o custo de um deputado federal durante
um més para a linguagem matematica, atribuindo os valores salariais correspondentes
e realizando a conversao da unidade significante no minimo para maior/igual (>).

Deste modo, vemos que trabalhar com problemas contextualizados é/pode
ser um desafio maior devido a outras varidveis que influenciam no processo de
resolugdo. Contudo, ao trabalhar a sequéncia de atividades aqui propostas, espera-se
desenvolver no aluno um olhar diferenciado sobre as informacodes essenciais (unidades
significantes do conceito de inequacdo) pertinentes para resolucdo de um problema
contextualizado. Assim, o aluno poderd construir a no¢ao do que trata o problema
e construir conhecimento sobre as informagdes matematicas relevantes, bastando
apenas interpreta-lo de maneira coerente com os critérios de solucao estabelecidos no

enunciado.

CONSIDERACOES FINAIS

Esses exemplos de atividades sdo demonstrativos de como podemos trabalhar as
condi¢des de congruéncia semantica a favor de uma aprendizagem a nivel conceitual
de inequagdes do 1° grau com uma variavel. Assim, basta aplicar esses conceitos a
outras situacdes matematicas, enriquecendo o conhecimento do aluno.

No que se refere a resolugdo das questdes da sequéncia de atividades, ¢ natural
apresentar dificuldades no processo de conversdo quando uma ou mais condigdes
ndo sdo satisfeitas, visto que tais condi¢des influenciam no processo de compreensao
de como montar a expressao algébrica. Entretanto, quanto mais o aluno consegue

resolver com éxito as questdes em seu nivel mais complexo, onde ndo ha congruéncia
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semantica, ha um forte indicio da apreensao conceitual por parte do aluno referente ao
objeto matematico estudado.

Neste capitulo trabalhamos apenas dois tipos de registros: Lingua Natural e Simbolico
— Algébrico, enfatizando os casos de congruéncia semantica na conversao entre os
registros. Contudo, outros registros podem ser trabalhados nesse viés, articulando-os
com os casos de ndo-congruéncia e respaldando seu ensino e aprendizagem com base
na TRRS.

Por fim, mas nao menos importante, o tratamento na representacao € essencial
para que o estudante saiba coordenar esses registros, dando-lhe uma visao global do
que propunha o problema/solucao da situagdo matematica apresentada. Referente ao
conceito de inequacdo, o tratamento pode ser de grande valia tanto para transformar o
enunciado de modo a deixa-lo mais objetivo, assim como € importante para o sucesso
na atividade matematica.

Vemos que, referente ao conceito de inequagao, nao basta o aluno saber realizar as
operagodes elementares de Matematica, tais como adi¢ao, subtracdo, multiplicagao e
divisdo, mas compreender as propriedade de inequagdo quando representadas em sua
forma algébrica, que neste caso, umas das propriedades consiste na alteragdo do sinal
de desigualdade quando multiplicado/divido a inequagdo por um nimero negativo.

Assim, espera-se que esse trabalho possa orientar professores e futuros professores
ao trabalhar o contetido de inequagdes com seus alunos, na qual € apresentado uma
perspectiva de ensino e aprendizagem baseada na complexidade em que as questdes sdo
formuladas, organizando-as de maneira que o aluno possa assimilar, gradativamente,
os elementos que tornam a compreensdo de exercicios ¢ problemas de inequagdes

mais complexos e assim, saber operar em seus diferentes graus de dificuldades.
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Capitulo 5

UMA PROPOSTA DE TAREFAS PARA O ENSINO DE
GEOMETRIA UTILIZANDO O TANGRAM COMO
UM REGISTRO FIGURAL

Mariana Moran Valdete dos Santos Coqueiro

INTRODUCAO

As ideias geométricas conhecidas hd muitos anos e usadas até hoje, influenciaram
o desenvolvimento humano. No decorrer da histéria, estudos envolvendo construgcdes
geométricas foram desenvolvidos por importantes pesquisadores, filésofos e
matematicos, e sdo reconhecidas e utilizadas até os dias de hoje. Euclides, Pitagoras,
Tales, Arquimedes, dentre outros, iniciaram seus estudos na Geometria e tais estudos
alcancaram, em tempos modernos, altissimos niveis de complexidade e abstragdo
chegando a refinados métodos de célculo e algebras abstratas.

Nesse sentido, o que diza BNCC (BRASIL, 2017) arespeito do estudo da Geometria?
A Geometria deve englobar um estudo de diferentes areas do conhecimento e auxiliar na
resolu¢do de problemas do mundo fisico. Habilidades como a visualizagao e aplicacdes
na busca de solugdes de problemas, a compreensdo e ampliagdo da percepgao do
espaco, as relagdes entre as representacdes planas nos desenhos devem ser buscadas na
Geometria. Deve desenvolver competéncias diferentes das especificas dessa unidade,
como por exemplo, a aprendizagem de nimeros e medidas identificando diferencas e
semelhancas, realizando conexdes entre as diferentes areas da Matematica.

Atualmente, com o objetivo de assegurar as aprendizagens essenciais de cada
etapa, a BNCC (BRASIL, 2017) recomenda o estudo de posi¢ao e deslocamentos no
espago, as formas e relacdes entre seus elementos, podem desenvolver o raciocinio
geométrico dos alunos. As transformacdes geométricas, como as simetrias, também

estdo presentes no estudo da Geometria e indica-se que tal estudo seja realizado por
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meio da manipulacdo de representagdes de figuras no plano e com o uso de softwares
de Geometria. Nos Anos Iniciais as no¢des de distancia, de referéncia para localizagao
e deslocamento de objetos, servem de base para compreensao de mapas e outras coisas.
Quanto as formas, ¢ fundamental que os alunos dos Anos Iniciais reconhegam figuras
bidimensionais e tridimensionais, saibam nomear e comparar poligonos, levando em
consideragao seus lados, vértices e angulos. Nos Anos Finais do Ensino Fundamental,
os estudos realizados nos anos anteriores devem ser consolidados e ampliados de modo
que contribua para o raciocinio hipotético-dedutivo do aluno. E nessa fase que se
inicia uma aproximagao entre a Algebra e a Geometria gerando a Geometria analitica.
Estuda-se as representacdes no plano cartesiano decorrendo de conhecimentos de
conjuntos numéricos e suas representagdes na reta numérica.

Por fim, o estudo da Geometria ndo pode ficar restrito a aplicacdes de formulas de
area e volume e nem a aplicagdes de teoremas, mas deve capacitar intelectualmente o
aluno para aprender novos conceitos e resolver situagdes problemas com as quais este
ira se deparar.

Nesse sentido, levando em consideracdo a nao existéncia fisica dos objetos
matematicos - em particular, geométricos - e a dificuldade de compreensao, pelos alunos,
da Geometria, desperta a necessidade de procurar representacdes e metodologias para
se trabalhar com esse conteudo sem desconsiderar os aspectos cognitivos do sujeito.
Entdo, a proposta deste texto ¢ abordar as representacdes de figuras geométricas
planas, nomeando e comparando os poligonos, com propriedades relativas aos lados,
vértices e angulos para os Anos Finais do Ensino Fundamental por meio do Tangram
na forma de registro figural Material Manipulavel (MM) e Software de Geometria
(SG). Serao propostas questoes exploratorias de Geometria a serem realizadas durante
as construgdes, de modo a nortear o professor e o aluno em uma discussao sobre cada
etapa da construcao. Também, propomos tarefas a serem realizadas ap6s as construgdes
como uma forma de aplica¢do do material produzido.

Tal proposta aguca nos estudantes as habilidades e o reconhecimento de padrdes
com uma ampla experiéncia em conceitos importantes da Geometria. Além disso,
podem ser acomodadas no curriculo de matematica tornando o trabalho com MM e
SG mais interessante.

As ideias matematicas fundamentais associadas a essa tematica sao, principalmente,

construgdo, representacao e interdependéncia.
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RECONHECENDO OBJETOS EM GEOMETRIA

A representagdo do objeto influencia diretamente na compreensdo de seu conceito
e propriedades, tornando fundamental a escolha do tipo de representagdo exigida pela
situacdo em que se trabalha. No caso da Geometria na Educagao Basica, Duval (1999)
explica que a atividade matematica se realiza em dois registros: o das figuras e o da
lingua natural. O registro das figuras € utilizado para visualizé-las e reconhecer, desse
modo, algumas de suas propriedades; e o registro da lingua natural enuncia defini¢des,
teoremas, hipoteses, descreve os objetos etc.

Os registros de representacdo semidtica constituem as formas de representar objetos
com o proposito de auxiliar na aprendizagem de algum conceito. Para isso, o sujeito
trabalha “dentro” de sistemas semioticos que, de acordo com Duval (2009, 2012),

cumprem basicamente trés atividades cognitivas inerentes a toda representagao:

1. a formagdo de uma representagdo identificavel como uma representagdo de um re-
gistro dado. deve respeitar regras de utilizagdo, de identificagcdo, de reconhecimen-
to da representacdo e a possibilidade de sua utilizacdo para tratamentos; constitui
um tragco ou um ajuntamento de tracos perceptiveis com o fim de identificar uma

representac¢do de alguma coisa em determinado sistema;

2. tratamento: transformar a representacao inicial em outra, obedecendo as regras do
proprio sistema, o que constitui uma relagdo de conhecimento; ¢ uma transforma-
c¢do interna ao registro. Um exemplo de tratamento comum, no registro figural, ¢ a
transformagdo de um tridngulo em dois tridngulos com a mesma area, conforme a

Figura 1:

Figura 1 — Transformagdo de um tridngulo em dois tridngulos congruentes entre si.

Fonte: As autoras.

3. a conversdo: converter a representacdo produzida em um sistema para outro, sem
perda de conceitos, de modo a explicar outras significa¢des relativas ao que esta sendo
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representado. “Converter ¢ transformar a representacdo de um objeto, de uma situagao
ou de uma informacdo dada num registro em uma representacdo desse mesmo objeto,
dessa mesma situagdo ou da mesma informagdo num outro registro” (2009, p. 58). Sdo
exemplos de conversao, a lingua natural (I) para a expressao algébrica (II) e para a repre-
sentacdo grafica cartesiana (I1I), conforme representado no Quadro 1:

Quadro 1 — Conversio.

Y
1....0 conjunto de pontos que tém abscissa positiva x>0 — %
\
2....que tém ordenada negativa y<0 _ 5
y
3. ... cujas abscissa e ordenada tém o mesmo sinal xy>0 .
y
4. ... cujas abcissa e ordenada tém sinais diferentes xy<0
¥
5....cuja ordenada é igual a abscissa y=X —f
y
6. ... cuja ordenada é oposta a abscissa y=-X — >

Fonte: Duval (2012, p. 274).

Como exemplo de um sistema semidtico na Geometria, ¢ possivel pensar no registro

figural. Este ¢ utilizado para representar determinadas figuras geométricas que podem
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ser modificadas de acordo com o que a situagdo exigir dentro do mesmo sistema.
Entao, para Duval (2011), os registros sao sistemas semioéticos, criadores de novos

conhecimentos, que satisfazem, basicamente, duas condigdes:

» produzem representacdes que permitem acesso e exploracdo a objetos inacessi-

veis perceptivel ou instrumentalmente;

= permitem transformagdes em novas representagoes.

Porém, fazer uma transformacdo de registro, em Geometria, ndo consiste
simplesmente em mudar de registro, assim como da representacdo algébrica para a
grafica, no Célculo: “E necessério que os tratamentos figurais e discursivos se efetuem
simultaneamente ¢ de maneira interativa”? (DUVAL, 1999, p. 147). Deve haver uma
coordenacdo entre os tratamentos realizados na lingua natural e na figura. Duval
(1999) afirma que a maioria dos alunos entre o 6° € 0 9° ano estd longe de adquirir essa
coordenagdo, e as tarefas propostas nesses niveis de ensino nido parecem suficientes
para favorecer esta aquisi¢ao.

Entao, pensando em uma aprendizagem fundada sobre a coordenacao de registros,
¢ demonstravel, em resultados de trabalhos apresentados por Duval (2012, p. 276),
que “a conversdo das representacdes semioticas ¢ a primeira fonte de dificuldade a
compreensao em matematica”.

Para Duval (2003), os fracassos ou os bloqueios dos alunos, independentes do nivel
de ensino, tém estreita relagdo com os monorregistros®*: “Existe um “enclausuramento”
de registro que impede o aluno de reconhecer o mesmo objeto matematico em duas de
suasrepresentagoes bem diferentes” (DUVAL, 2003, p. 21). Parao pesquisador, esse fato
também impede o aluno de utilizar seus conhecimentos prévios e, consequentemente,
de adquirir novos conhecimentos.

Nesse capitulo, serdo apresentadas propostas de tarefas que utilizam o Tangram na
forma de registro figural Material Manipulavel (MM) e Sofiware de Geometria (SG), de
modo a realizar transformacgoes, sendo elas na forma de tratamento e conversao. Essas
duas formas de “ver” as figuras sdo consideradas registros figurais de representacao
semiotica, ou seja, sistemas semidticos que permitem abstracdes cognitivas utilizaveis

em exploragdes e reconhecimentos de propriedades geométricas.

33 Utilizou-se a tradugdo do original para o espanhol feita por Myriam Vega Restrepo: “es necesario
que los tratamientos figurales y discursivos se efectuén simultaneamente y de manera interactiva”.
Todas as tradugdes da versdo utilizada foram realizadas pelas autoras.

34 Monorregistro, para Duval (2003), ¢ a ndo mobilizacdo simultianea entre registros.
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Muitas vezes, em tarefas de Geometria, ¢ solicitado ao aluno que represente
ou reproduza determinados objetos geométricos, ou o enunciado do problema ¢
complementado por meio de uma representacao figural. Tais representagdes poderdao
se referir a0 mesmo objeto, porém ser diferentes por conta dos instrumentos que as
reproduzem.

Tanto do ponto de vista cognitivo quanto do ponto de vista geométrico, as tarefas
podem ser completamente diferentes conforme o tipo de instrumento utilizado na
reproducdo de uma figura (DUVAL, 2005). De modo geral, as operacdes a serem
realizadas tém relagdes diretas com o tipo de instrumento que esta sendo utilizado.
“Os instrumentos que se toma para poder reproduzir uma figura dada direcionam a
maneira de olhar™** (DUVAL, 2005, p. 14) e, em consequéncia favorecem em maior
ou menor escala o raciocinio geométrico.

A seguir, o Tangram sera descrito de modo breve com o objetivo de possibilitar o

conhecimento historico e cultural desse material.

CONHECENDO O TANGRAM

O Tangram ¢ um quebra-cabeca chinés, de origem milenar, composto por sete
pecas, sendo: 2 tridngulos grandes, 1 triangulo médio e 2 tridngulos pequenos,
1 quadrado e 1 paralelogramo (KALEFF; REI; GARCIA, 1997). Pode-se utilizar
como unidade de medida a area do tridngulo pequeno para calcular as areas das demais
figuras, por meio da sobreposi¢do. 7an refere-se a dinastia Tang, uma das familias
mais duradouras e poderosas da China e gram vem do grego gramma, que significa
desenho, figura matematica (BONJORNO; OLIVARES, 2006).

35 “Les instruments que I’on prend pour pouvoir reproduire une figure donnée commandent la ma-
niere de la regarder”. Traducao do original feita pelas autoras deste texto.
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Figura 2 — Tangram Quadrado Mégico.

Fonte: As autoras.

Como ¢ comum aos mitos e as lendas, tanto oriundos da cultura ocidental quanto da
oriental, existem variagdes na lenda do Tangram. Em uma dessas versoes, na China,
um jovem, que faria uma longa viagem pelo mundo, foi se despedir de seu mestre. Na
ocasido, como presente, o mestre deu-lhe um espelho, em forma quadrada, e solicitou
ao discipulo que, com ele, registrasse tudo que visse para lhe mostrar quando voltasse.
Extremamente surpreso, o jovem questionou o mestre como poderia, com um simples
espelho, registrar tudo que encontrasse no decorrer de sua viagem. Antes que o mestre
pudesse responder, o espelho caiu da mao do jovem e se dividiu em sete pecas. Foi
entdo que o mestre lhe explicou que ele tinha a possibilidade de construir figuras e
retratar, assim, todas as coisas vistas, por meio das sete pegas. Dentre estas figuras,
podem ser formadas figuras geométricas, animais, pessoas, plantas, objetos, letras e
numeros.

Além deste Tangram, denominado por quadrado magico, existem outros tipos
de quebra-cabecas geométricos planos, também chamados de Tangram, que sdo
originados do recorte de figuras planas, com forma de tridngulos, hexdgonos, coragao,
de um ovo, circulos, entre outros, mostrados na Figuras 3, mas que poucas pessoas

conhecem por Tangram.
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Figura 3 — Outros tipos de Tangram construidos no GeoGebra.
Fonte: As autoras.

Além das sugestoes de construgdes do Tangram que apresentaremos neste capitulo
por meio de dobraduras e software de Geometria, pode-se construir o Tangram também
sobre uma malha pontilhada (com os pontos dispostos a mesma distancia).

Na proxima secdo, sera realizada uma breve discussdo a respeito do uso do
Tangram na forma de Material Manipulavel e na forma de Software de Geometria
apresentando suas potencialidades e limitagdes quando considerados como registros

de representagoes figurais.

REGISTRO FIGURAL NA FORMA DE DOBRADURAS DE
TANGRAM

Para esse texto, serd sugerida a constru¢do do Tangram com dobraduras e sua
exploracao por meio de questdes e tarefas. Tal material, sera compreendido e estudado
como um registro na forma figural. Tal considera¢do leva em conta o fato deste
poder ser manuseado e utilizado com fim didatico cumprindo duas condigdes basicas
(DUVAL, 2011):

» possibilita a producao de representagdes que permitem o acesso a objetos per-

ceptiva ou instrumentalmente inacessiveis;

= ¢ proporciona uma rede de operacdes especificas que permite a transformacgao

de representagdes produzidas em novas representagoes.

As experiéncias que podem ser realizadas com o Tangram se enquadram como uma
oportunidade para a exploracdo de conceitos e propriedades de figuras geométricas
quando adequado ao propodsito que se destina. Lorenzato (2006) explica que, ao
se utilizar qualquer tipo de material, ¢ primordial a atividade mental por parte do

aluno, enquanto o professor deve planejar cuidadosamente a passagem do concreto ao
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abstrato, formalizando o conteudo. E fundamental, por exemplo, explorar propriedades
dos poligonos que compdem o Tangram, tais como medidas de seus angulos, tipos de
figuras poligonais, quantidade de vértices e arestas, medida das éareas etc., de modo
a trabalhar com as diversas possibilidades de transformacgdes figurais que o material
oferece.

A seguir, tem-se um passo a passo da constru¢do do Tangram utilizando dobraduras,
e as figuras apresentadas sao imagens de construcdes feitas pelas autoras:

Material: 1 folha de sulfite, tesoura ou régua.

1.Recorte a folha de sulfite de modo a obter um quadrado de maior area possivel.

2.Dobre o quadrado em uma de suas diagonais, formando dois tridngulos iguais e
destacando-os.

3.Pegue um dos triangulos e dobre novamente ao meio, unindo os vértices da hipo-
tenusa, formando mais dois tridngulos iguais e destacando-os. Estes sdo os dois
triangulos grandes do jogo.



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS m

4.Com o outro tridngulo que sobrou no item 2, serdo feitas as outras cinco pegas.
Primeiro, marque o ponto médio da hipotenusa unindo os vértices desse lado do

triangulo.

5.Pega-se o vértice do angulo de 90° e coloca-se sobre o ponto médio marcado na
etapa 4 e realiza-se a dobra. Isso delimita o tridangulo médio do jogo, que deve ser

destacado.

6.0 trapézio isosceles obtido na etapa 5, devera ser dividido da seguinte forma, mar-
que o ponto médio da base maior, e separado em duas partes iguais, formando dois

trapézios retangulos.

7.Com um deles, serdo formados o quadrado e um dos tridngulos pequenos. Para isso,

deve-se unir os vértices da base maior do trapézio. Faz-se a dobra e destaca-se.
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8.Com o outro trapézio retangulo, deve-se unir o vértice do angulo reto do lado maior
com o vértice oposto em diagonal, formando o paralelogramo e o outro tridngulo

pequeno.

9. Ao reunir todos as pegas construidas nos passos anteriores, obtém-se o seguinte:

Ao confeccionar um Tangram utilizando dobradura, é possivel explorar diversas
propriedades dos poligonos, como por exemplo, vértices, numero de lados, medida
de seus angulos, diagonais, ponto médio, entre outros. Lorenzato (2006) explica que
os materiais que possibilitam transformagdes por serem dindmicos, proporcionam a
realizacdo de redescobertas, percepcao de propriedades e construgdo de conhecimento.

Para Lorenzato (2006) os Materiais Manipuldveis favorecem a realizacdo de
descobertas e permitem um trabalho menos formal. Eles também possibilitam que
os participantes identifiquem os conceitos elementares da matematica e construam
varias representacdes mentais, baseadas nas representacdes semiodticas aparentes,
favorecendo a aprendizagem e o reconhecimento dos elementos geométricos. Ou seja,
o uso de MM motiva os participantes a pensar, elaborando suas proprias estratégias e
acgoes.

Nao se constr6i um conhecimento simplesmente tocando, observando ou
manipulando objetos. A acdo do sujeito e, posteriormente, a abstragdo sobre o que
foi vivenciado, sdo fundamentais para a constru¢do do conhecimento e um bom
aproveitamento do material. “Na disciplina de Matematica, [...], o envolvimento ativo
do aluno ¢ uma condicdo fundamental da aprendizagem” (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2006, p. 23).
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Também ¢ possivel verificar, mostrar ou chegar a resultados matematicos por meio
dos MM. Porém, estes nao substituem as provas matematicas, servindo somente para
ilustrar certos raciocinios e auxiliar na busca de solugdes. Tahan (1962) ja ressaltava
que nao basta que o sujeito tenha experiéncias com os Materiais Manipuldveis: ele
precisa raciocinar durante o uso desses.

Porém, Passos (2006, p. 77) observa que,

Embora tenha ocorrido, por parte de muitos professores, uma compreensao restrita desse
método, por entenderem que a simples manipulagdo de objetos levaria & compreensao,
estudos mostraram a existéncia de estreita relagdo entre a experimentagdo e a reflexio.

No entanto, a interagdo “sujeito — objeto” deve ser mediada pelo professor de modo
a indicar ao aluno o caminho a ser percorrido sem, porém, percorrer esse caminho no
lugar do aluno.

A seguir, algumas sugestdes de questdes exploratdrias para serem realizadas durante
a construc¢ao do Tangram por meio de dobraduras de modo a explorar alguns conceitos
de Geometria.

Questdo 1: Qual o procedimento realizado para obter o quadrado de maior area
possivel da etapa 1?

Questdo 2: Como poderemos classificar estes dois triangulos obtidos na etapa 3
quanto aos lados e angulos?

Questdo 3: Na etapa 5, foram obtidas duas pecas, um tridngulo e um trapézio.
Como poderemos classificar este trapézio? Explique as propriedades deste trapézio.

Questdo 4: Na etapa 6, foram obtidos dois trapézios, que caracteristica possui este
trapézio?

Questdo 5: Nas etapas 7 e 8, foram obtidos dois tridngulos, um quadrado e um
paralelogramo. Quais caracteristicas apresentam estes dois tridngulos? Quais
propriedades caracteriza o quadrado e o paralelogramo, de acordo com o nimero
de lados, nimero de angulos, valor de cada angulo, angulos opostos, retas paralelas,
diagonais, vértice?

Questdo 6: Apds obterem todas as pecas do Tangram, verifique se existem figuras
semelhantes. O que caracteriza uma figura semelhante?

Na sequéncia apresentaremos algumas sugestdes de tarefas para serem realizadas
a partir da manipulagdo com as pecas do Tangram, fazendo a sobreposi¢cdo a fim de
realizar o célculo de area das figuras geométricas.

Tarefa 1: Considere como unidade de medida de érea, a area do tridngulo menor,
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calcule:
A érea do tridngulo médio, tridngulo grande, quadrado e paralelogramo;
Com duas pecas do Tangram forme um quadrado e calcule sua area;
Com trés pecas do Tangram forme um quadrado e calcule sua area;
Com quatro pecas do Tangram forme um quadrado e calcule sua area;
Com cinco pegas do Tangram forme um quadrado e calcule sua érea;

Com todas as pecas do Tangram forme um quadrado e calcule sua area;

Observagdo: ndo ¢ possivel formar um quadrado utilizando seis pecas do Tangram.

Tarefa 2: Monte as figuras com as pecas do Tangram e calcule os angulos internos

de cada uma das figuras geométricas (baseado em Bonjorno; Olivares, 2006):

N

REGISTRO FIGURAL NA FORMA DE CONSTRUCOES NO
GEOGEBRA

Nesse capitulo sera apresentado, também, o Tangram construido por meio do
software GeoGebra, além de tarefas que sugerem o seu uso de modo a propiciar a
construcao de ideias geométricas.

Utilizar softwares geométricos para o trabalho com figuras confere confiabilidade
e objetividade que possibilitam efetuar verificagdes, observagdes (DUVAL, 2011). O
software também possibilita a visualizagdo das representacdes dos objetos a serem
trabalhados.

Do mesmo modo, Borba e Penteado (2001) afirmam que os Softwares de Geometria
proporcionam, dentre outras coisas, a geragdo de conjecturas orais e escritas com
énfase na experimentagdo. O uso de softwares também possibilita uma mobilidade,

pelo sujeito, de operacdes com o0s objetos geométricos. Por exemplo, o “arrastar” de
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um vértice, a construgdo de poligonos e poliedros, a visualizagdo de um objeto por
varias perspectivas, além de medidas de comprimento e calculos de area, dentre outras
interagoes.

O fato de softwares permitirem o “arrastar” de figuras ou de suas partes sem perda
de vinculos e a utilizacdo de um recurso que Gravina (1996) denominou de “régua
e compasso eletronicos” que preserva as relagdes geométricas, ¢ o que diferencia o
desenhar ou construir figuras de outros registros. Além disso, os softwares possibilitam
manipular e conjecturar em matematica.

Duval (2011) expde sua concepgao a respeito do uso dos softwares computacionais
nas aulas de matematica, chegando a afirmar que o monitor e o teclado vieram para
substituir o papel, a caneta e o quadro negro. Baseado nesse raciocinio, o pesquisador
explana as contribui¢des do computador para o desenvolvimento da atividade cognitiva
no sujeito em formagao:

Os computadores ndo constituem um novo registro de representagdo. E isso por
uma razdo simples: as representacdes que eles exibem sdo as mesmas que aquelas
produzidas graficamente no papel para uma apreensdo visual. [...] No entanto, eles
constituem um modo fenomenologico de produgdo radicalmente novo, fundamentado
na aceleragdo dos tratamentos. Eles exibem no monitor tdo rapidamente quanto a
produgao mental, mas com uma poténcia de tratamento ilimitada em comparagédo com
as possibilidades da modalidade grafico-visual. Obtemos, imediatamente, muito mais

que tudo o que poderiamos obter & mao livre apos, talvez, varios dias de escritas e
calculos ou construgdo de figuras (DUVAL, 2011, p. 137).

O uso do computador também requer do sujeito a elaboracao e execugdo de tarefas
cognitivas por meio da interagdo com seu menu de comandos, e suas agdes estdo
interligadas entre o problema a ser resolvido, os comandos disponiveis pelo software
e a atividade cognitiva necessaria para a resolucao da tarefa. Desse ponto de vista, a
tarefa a ser executada nesse ambiente pode ser mais complexa pelo maior nimero de
variaveis envolvidas no processo de resolucao.

Para a constru¢do do Tangram e a elaboragao das tarefas desse capitulo, foi utilizado
o software GeoGebra. A escolha por esse software se da pelo fato de ser um software
livre que possibilita criagdes geométricas sem perder o raciocinio necessario para
se realizar uma constru¢cdo geométrica. Ou seja, para realizar algo no GeoGebra ¢
necessario que o atuante tenha conhecimentos de construcdo geométrica, ja que o
software nao apresenta as figuras prontas essas devem ser construidas pelo sujeito.

O GeoGebra ¢ um software gratuito, que abrange conceitos de Geometria, algebra,

calculo e estatistica. Ele foi desenvolvido inicialmente pelo austriaco Markus
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Hohenwarter, e colocado na rede internacional de computadores no ano de 2002.
Com esse software, € possivel construir os elementos basicos de Geometria, além
de figuras, gréaficos de fungdes; fazer calculo de areas, de se¢des conicas que podem
ser modificadas dinamicamente, dentre outras fung¢des, todas envolvendo Estatistica,
Calculo, Geometria e Algebra.

O software GeoGebra possibilita a visualizagdo de vdrias janelas simultaneas, de
acordo com a necessidade, de modo a viabilizar o andamento do trabalho desejado.
E possivel ter a disposicdo janelas de algebra, de Geometria, de ferramentas e de
comandos a0 mesmo tempo. Outra vantagem ¢ a realizacdo de construgdes e operagdes
e a facilidade em apagé-las ou salva-las, quantas vezes for necessario, até a chegada de
conclusdes novas e da solu¢do do problema: “Uma das vantagens do uso do GeoGebra
¢ que suas construcdes sdo dindmicas [...]. Isso permite que o sujeito faca grande
quantidade de experimentacdes que lhe possibilite construir proposi¢des geométricas”
(GERONIMO; BARROS; FRANCO, 2010, p. 11).

Apresentamos uma sugestao para a construgdo do Tangram no software GeoGebra,
podendo ser realizada de outras formas:

1. Abra a janela no GeoGebra, a seguir esconda os eixos e a malha quadriculada, caso
estejam visiveis, clicando com o botdo direito do mouse e selecionando a opgao exi-
bir eixos e malha;

2. Primeiro vamos construir o quadrado que sera a base para encaixar as pegas do Tan-
gram. Selecione a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo & , clique na janela
de visualizagdo e em Comprimento escolha o comprimento de sua preferéncia, sera
criado o segmento de reta rotulado automaticamente por f. Selecione a ferramenta Reta

Perpendicular e faca uma reta perpendicular no ponto A e no ponto B;

3. Selecione a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos * para criar dois
circulos, primeiro clique no ponto A para definir o centro e posteriormente no ponto B
para definir o raio. Repita esse processo com o centro em B. Na sequéncia, com a fer-

ramenta Intersecdo de Dois Objetos X faca a intersecao dos circulos com as retas,
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clicando nas duas interse¢des superiores;

(3]
[=]

Figura 4 — Construgdo do quadrado .

Fonte: As autoras N

|
4. Com a ferramenta Poligono *— clique sobre os pontos A,B,D,C e , obtendo o qua-
drado ABDC. Na janela de algebra, desative a visualizacdo das retas perpendiculares

e das circunferéncias.

c D
A B
Figura 5 — Quadrado .
Fonte: As autoras.
5. Selecione a ferramenta Segmento e construa a diagonal AD do quadrado ABDC;
c D
A B

Figura 6 — Diagonal do Quadrado .
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Fonte: As autoras.

6. Utilizando a ferramenta Ponto Médio encontre os pontos médios dos lados AB e
BD e da diagonal AD, obtendo os pontos E,F e G respectivamente. Utilizando a mesma
ferramenta, encontre os pontos médios entre os segmentos AG e GD e entre os dois
pontos B e, G obtendo os pontos H,I e J;

c D

Figura 7 — Pontos Médios.

Fonte: As autoras

[N
7. Utilizando a ferramenta Poligono ‘I"')'-", clique sobre os pontos A,C,G,A e C,D,G,C,
obtendo os dois tridngulos maiores. Clique sobre os pontos B,E,F,B, obtendo o trian-
gulo médio. Clique sobre os pontos D,F,I,D e G,H,J,G, obtendo os triangulos pequenos.
Com a mesma ferramenta, clique sobre os pontos F,J,G,I e F, obtendo o quadrado. E
por ultimo clique sobre os pontos A,H,J,E e A, obtendo o paralelogramo. Na janela de

algebra, desative a visualizagdo de todos os pontos.

Figura 8 — Tangram.

Fonte: As autoras

Na sequéncia, apresentaremos a constru¢ao das pecas do Tangram de forma que os
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alunos possam manipula-las. Estas pecas poderao ser transladadas e rotacionadas para

que sejam formadas figuras geométricas, representagdes de objetos e outros.

8. Para construir os tridngulos retdngulos grandes, selecione a ferramenta Segmento com
. . a . . . . ~ . . .
Comprimento Fixo «" _, clique na janela de visualizagdo e em Comprimento digite a

medida do lado do quadrado base (f);

9. Selecione a ferramenta Mediatriz e clique nos dois pontos K e L ou no segmento.
Escolha a ferramenta Semicirculo ( ° e clique nos pontos K e L. Na sequéncia, com
a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos faca a intersecdo do semicirculo com a

reta mediatriz;

Figura 9 — Construcdo do tridngulo grande .

Fonte: As autoras

N
10.Utilizando a ferramenta Poligono , clique sobre os pontos K,L,M,K, obtendo o tri-
angulo KLM. Na janela de 4lgebra, desative a visualizacao da reta mediatriz, o ponto
M?3¢, 0 semicirculo e desabilite o rétulo dos demais pontos;

Figura 10 — Tridngulo grande.

36 Para todas as pecas do Tangram, deixaremos visiveis apenas os dois pontos construidos inicialmen-
te. O primeiro ponto permite transladar e o segundo rotacionar a figura no plano, os demais pontos
serdo ocultados.
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Fonte: As autoras

11.Para construir o outro triangulo grande, selecione o tridngulo que foi construido, copie
(CTRL+C) e cole (CTRL+V);

Figura 11 — Dois tridngulos grandes.

Fonte: As autoras

12.0s dois tridngulos pequenos serdo construidos de forma analoga aos triangulos gran-
des, no entanto, quando selecionar a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, em
Comprimento digite a medida do lado do quadrado base dividido por 2 (f/2). O restante
e s seguir os demais passos da construgdo do tridngulo grande;

VAVAN

Figura 12 — Dois Triangulos pequenos.

Fonte: As autoras.

13.Para construir o tridngulo retingulo médio*’, selecione a ferramenta Segmento com
Comprimento Fixo «" , clique na janela de visualizagdo € em Comprimento digite a
medida do lado do quadrado base dividido por dois (f/2). Selecione a ferramenta Reta

Perpendicular e faca uma reta perpendicular no ponto Q;

14.Selecione a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos @ clique pri-
meiro no ponto Q para definir o centro e posteriormente no ponto R para definir o raio.
Na sequéncia, com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos faga a interse¢do do

circulo com a reta perpendicular;

37 A construcdo do tridngulo médio poderia ser andloga a dos tridngulos grandes e pequenos utilizando
como comprimento da hipotenusa a medida da metade da diagonal do quadrado base.
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Figura 13 — Constru¢do do tridngulo médio .

Fonte: As autoras

Do

15.Com a ferramenta Poligono ! clique sobre os pontos Q,R,S e Q, obtendo o tridn-
gulo QRS. Na janela de algebra, desative a visualizacao da reta, do circulo, do ponto S
e desabilite o rotulo dos demais pontos.

Figura 14 — Triangulo médio.

Fonte: As autoras.

16.Para construir o quadrado?®, construimos primeiro a sua diagonal. Para isto, selecione
a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo +” , clique na janela de visualiza¢do

e em Comprimento digite a medida do lado do quadrado base (f/2);

17.Com a ferramenta Mediatriz clique nos dois pontos T e U ou no segmento TU

criando a mediatriz desse segmento. Utilizando a ferramenta Intersegdo de Dois Obje-

tos faca a intersecdo do segmento com a reta mediatriz.

38 A construcao desse quadrado poderia ser realizada de forma anéloga a do quadrado base utilizando
como comprimento do lado um quarto da medida da diagonal do quadrado base.
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18.Selecione a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos (2 clique primeiro
no ponto V para definir o centro ¢ no ponto T ou U, para definir o raio. Em seguida,

com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos faca a interse¢do do circulo com a

reta mediatriz para definir a intersecc@o destes dois objetos;

Figura 15 — Construg@o do quadrado .

Fonte: As autoras

D»

19.Com a ferramenta Poligono l clique sobre os pontos T,Z,U,W e T, obtendo o qua-
drado TZUW. Na janela de algebra, desative a visualizacdo do segmento de reta, da
reta mediatriz, do circulo, dos pontos V,W ¢ Z ¢ desabilite o rétulo dos demais pontos.

Figura 16 — Quadrado.
Fonte: As autoras
20.Para construir o paralelogramo, selecione a ferramenta Segmento com Comprimento
Fixo " clique najanela de visualizagdo e em Comprimento digite a medida do lado

do quadrado base dividido por dois;



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS 123

.

21. Em seguida selecione a ferramenta Angulo com Amplitude Fixa “e Clique no ponto,
em seguida no ponto quando abrir a janela, altere o dngulo para 45° no sentido anti-
-horario. Em seguida, faca de para e altere o dngulo para no sentido horario. Serdo
criados os pontos e respectivamente;

& 7
B =135° as
o1 o1

Figura 17 — Construggo dos angulos.

Fonte: As autoras

22.Selecione a ferramenta Semirreta l e construa as duas semirretas ¢ . Com a ferra-
menta Circulo dados Centro e Raio @ construa uma circunferéncia de centro em e
cujo raio € um quarto da diagonal do quadrado base, ou seja, . No GeoGebra
o comando para raiz quadrada € sqrt, logo a expressdo correspondente € 1/4f * sqrt(2).
Com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos X faca a intersecgdo das duas semir-

retas com o circulo, obtendo os pontos ¢ ;

Figura 18 — Constru¢do do paralelogramo .

Fonte: As autoras
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[
| .
23.Com a ferramenta Poligono |*— clique sobre os pontos e obtendo o paralelogramo .
Na janela de algebra, desative a visualizagdo dos dngulos e, as semirretas, o circulo,
os pontos ¢ e desabilite o rotulo dos demais pontos;

Figura 19 — Paralelogramo.

Fonte: As autoras

24.Em Propriedades altere as configuragdes de cor dos tridngulos, quadrado e paralelo-
gramo, como mostra a Figura 20.

Figura 20 - Tangram finalizado.

Fonte: As autoras

Assim, por meio dessa ferramenta, foi possivel elaborar questdes que explorassem
conceitos geométricos durante a construcdo do Tangram. A ideia € que o professor
trabalhe essas questdes paralelamente a construcao.

Questdo 1: Por que precisamos construir duas circunferéncias (uma com centro em

A e outra com centro em B) na etapa 3 para garantir a construcdo do quadrado?

Questdo 2: Na etapa 6, construimos pontos médios. O que vocé entende por ponto

médio?
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Questao 3: Qual a necessidade da constru¢ao da mediatriz e do semicirculo para
obter o triangulo maior na etapa 9?

Questao 4. Qual a necessidade da reta perpendicular e da circunferéncia para obter
o tridngulo médio nas etapas 13 e 14?

Questdo 5: Diante de uma necessidade de constru¢dao de um triangulo retangulo
conhecido a medida da hipotenusa e dos catetos, qual das duas construgdes anteriores
voce recorreria?

Questdo 6. Qual a necessidade da mediatriz e da circunferéncia para construir o
quadrado obtido na etapa 19?

Questdo 7: Qual a relag@o entre os angulos construidos na etapa 217?

Questdo 8: Justifique a construgdo do paralelogramo da etapa 20 a etapa 23.

A seguir, algumas sugestdes de tarefas a serem realizadas com as pegas do Tangram
construidas no software.

Observagdo: Para formar algumas figuras, serd necessario fazer uma reflexdo no
paralelogramo construido inicialmente, para isto construa uma reta qualquer e use
a ferramenta Reflexdo em Relag¢do a uma Reta clique no paralelogramo e em
seguida clique na reta, serd criado o paralelogramo. Para transladar ou rotacionar este

paralelogramo serd necessario movimentar o paralelogramo inicial.

Tarefas 1: No GeoGebra, use todas as pecas do Tangram e represente as seguintes

figuras:
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Tarefas 2: No GeoGebra, use todas as pegas do Tangram e monte as figuras

geométricas planas abaixo:

2.1.Calcule a area de cada uma das figuras geométricas planas construidas. Existe rela-
¢do entre as areas destas figuras? Se sim, qual? (Sugestdo: Utilize a janela de algebra
para calcular as areas);

2.2.Calcule o perimetro de cada uma das figuras geométricas planas construidas. Existe
relagdo entre os perimetros destas figuras? Se sim, qual? (Sugestdo: Utilize a janela
de algebra para calcular os perimetros);

Por fim, com este trabalho o professor pode optar por uma das construgdes e
realizar estas ou outras tarefas semelhantes. O trabalho com dobraduras possibilita
a constru¢ao manual desenvolvendo habilidades nao sé matematicas, mas motoras
também e podem ser adaptadas para a série em que serd aplicada. Do mesmo modo,
o trabalho no GeoGebra permite que o aluno reflita sobre conceitos relacionados a
construgdes geométricas e aprenda propriedades de Geometria. As tarefas realizadas
com o Tangram possibilitam aprender Geometria enquanto sdo desenvolvidas.
Esperamos que fagam bom uso desse material, e a seguir, disponibilizamos as respostas
das tarefas.
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RESPOSTAS:
RESPOSTAS DAS TAREFAS COM DOBRADURAS
Tarefa 1: Para resolver essa tarefa, basta tomar o tridngulo menor como unidade de

medida de area e montar as figuras solicitadas.

Tarefa 2:

RESPOSTAS DAS TAREFAS COM O GEOGEBRA
Tarefa 1:

Tarefa 2:



128 FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

REFERENCIAS

BONJORNO, Jos¢ Roberto; BONJORNO, Regina Azenha; OLIVARES, Ayrton. Ma-
tematica: Fazendo a diferenca, 6 série. Sao Paulo: FTC, 2006.

BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Miriam Godoy. Informatica e Educa-
¢ao Matematica. Belo Horizonte: Auténtica, 2001.

BRASIL. Ministério da Educacao. Base Nacional Comum Curricular (Ensino Fun-
damental). Brasilia, 2017.

DUVAL, Raymond. Semiosis y pensamento humano: Registros semioticos y Apren-
dizajes intelectuales. Traducao: Myriam Vega Restrepo. Cali, Colombia: Universidade
del Valle, 1999.

. Registros de Representagdes Semidticas e Funcionamento Cognitivo da
Compreensao em Matematica. In: MACHADO, S. D. A. (Org). Aprendizagem em
matematica: registros de representagao semiotica. Campinas, SP: Papirus, p. 11-33,
2003.

. Les conditions conitives de ’apprentissage de la geometrie: développe-
ment de la visualisation, différenciation des raisonnement et coordination de leur fonc-
tionnements. Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, n. 10, p. 5-53, 2005.

. Semidsis e Pensamento Humano: Registros semioticos e aprendi-
zagens intelectuais (Fasciculo I). Tradugao: Lénio Fernandes Levy e Marisa Rosani
Abreu da Silveira. Sdo Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2009.

. Ver e ensinar a matematica de outra forma: entrar no modo matema-
tico de pensar: os registros de representacdo semioticas. Org.: Tania M. M. Campos.
Tradugao: Marlene Alves Dias. Sao Paulo: PROEM, 2011.

. Registros de representagdo semidtica e funcionamento cognitivo do pen-
samento. Tradugdo: Méricles Thadeu Moretti. Revista Eletronica de Educacao Ma-
tematica — Revemat: Florianopolis, v.07, n.2, p. 266-297, 2012.

GERONIMO, Jodo Roberto; BARROS, Rui Marcos de Oliveira; FRANCO, Valdeni
Soliani. Geometria Euclidiana Plana: um estudo com o software Geogebra. Ma-
ringa: Eduem, 2010.

GRAVINA, Maria Alice. A Geometria Dindmica: uma nova abordagem para o apren-
dizado da Geometria. Anais do VII Simpdsio Brasileiro de Informéatica na Educacao,
p. 1-13. Belo Horizonte, 1996.

KALEFF, Ana Maria Martensen Roland, e Outros. Quebra-cabecas geométricos e
formas planas. Niterdi — RJ: EDUFF, 1997.



FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS 129

LORENZATO, Sergio. Laboratorio de ensino de matematica e materiais didaticos ma-
nipulaveis. In: (Org.). O Laboratorio de Ensino de Matematica na Formacao de
Professores. Campinas, SP: Autores Associados, 2006, p. 3-38.

PASSOS, Carmen Lucia Brancaglion. Materiais manipulaveis como recursos didati-
cos na formagdo de professores de matematica. In: LORENZATO, Sergio. (org): O
laboratoério de ensino de Matematica na Formacéio de Professores. Campinas, SP:
Autores Associados, 2006, p. 77-92.

PONTE, Joao Pedro, BROCARDO, Joana; OLIVEIRA, H¢lia. Investigacdes ma-
tematicas na sala de aula. 12 ed. — Belo Horizonte: Auténtica, 2006.

TAHAN, Malba. Didatica da Matematica. Sao Paulo: Edicao Saraiva, 1962.



130 FORMAGAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

Capitulo 6

DESVENDANDO SENHAS: UM ESTUDO SOBRE
CONCEITOS DE ANALISE COMBINATORIA E
PROBABILIDADE

Daniela da Rosa Teza Maria Lucia Panossian

INTRODUCAO

Senhas em geral, combinacdes de 1 e 0 e a seguranca no mundo virtual tém algo em
comum: conceitos de andlise combinatdria e a probabilidade. No ambito escolar, esses
conceitos matemadticos se concretizam na forma de contetidos presentes no ensino,
conforme indicado pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018).

Considerando a realidade dos estudantes, com a tecnologia envolvida em todos os
eletronicos, € necessario que cada vez mais pessoas dominem esses ramos matematicos
aliados a programacdo para que se tenha cada vez mais descobertas, sejam elas
cientificas ou simplesmente para o lazer.

No entanto, para que haja apropriacdo de conceitos da combinatéria e de
probabilidade ¢ preciso considerar a intencionalidade do professor para organizar
o ensino e o envolvimento dos estudantes para se apropriar do contetido. Perguntas
tdo enfaticas como “Aonde vou usar isso?” realizada por estudantes toda vez que se
deparam com um contetdo novo, podem ser facilmente esclarecidas quando se fala
em combinatdria e probabilidade.

Para que haja um ensino de qualidade que possibilite estabelecer relagdes com
demais conceitos matematicos € necessario compreender a necessidade humana que
gerou determinado conceito e as formas de pensamento relacionadas a objetivacao do
conceito, ou seja, considerando o movimento historico e 16gico. Também ¢ importante
que sejam consideradas as propostas curriculares para o ensino de analise combinatdria

e probabilidade.
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Sendo assim, essa proposta de ensino foi elaborada considerando o que vem sendo
proposto pela BNCC, e também os estudos sobre o movimento historico e logico e de
forma particular o movimento historico e l6gico especifico da combinatoria objetivado
na situacdo desencadeadora de aprendizagem aqui considerada como elemento da
Atividade Orientadora de Ensino (MOURA et al. 2010). Esses referenciais auxiliardo
na compreensao e organizagao do ensino de conceitos de combinatdria e probabilidade

a partir do trabalho com senhas.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Considera-se aqui, o estudo de indicios do movimento histérico e logico do

raciocinio combinatdrio e do conceito de situacdo desencadeadora de aprendizagem.

MOVIMENTO HISTORICO E LOGICO DO RACIOCINIO
COMBINATORIO

O movimento histérico e l6gico do objeto em estudo, neste caso a combinatoria,
pode ser considerado como construido no dia a dia das civilizagdes. Segundo Sousa
(2018), o histodrico estuda o meio de mudanga do objeto, os estagios de seu surgimento
e desenvolvimento. E, segundo Kopnin (1978, p. 184), “O logico ¢ o reflexo do
histérico por meio de suas abstragdes e aqui da-se atencdo principal a manutengdo da
linha principal do precoce historico real.”.

Através do movimento historico e l6gico pode-se indicar as necessidades de varias
civilizagdes em relacdo a combinatodria desde milénios antes de Cristo até a atualidade.
Para isso, ndo se pretende contar a historia, mas fazer referéncia aos momentos em que
a humanidade necessitou e necessita destes conceitos.

Nao ¢ possivel especificar e datar o inicio do desenvolvimento do raciocinio
combinatorio, no entanto livros de historia da matematica como Eves (1997), Boyer
e Merzbach (2012) revelam que suas primeiras apari¢des sao de longa data e que o
raciocinio combinatdrio foi utilizado para solucionar problemas relacionados a jogos,
contagem e envolvia também, crengas e religides.

Um desses primeiros registros do raciocinio combinatdrio aconteceu em torno do
século XII a. C. com o Livro I Ching conhecido como o mais antigo do mundo. O

livro I Ching baseia-se na ideia de mutagdo continua, ou seja, reunindo linhas inteiras
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e interrompidas (chamadas de Yin e Yang) em grupos de trés, foi possivel obter
combinagdes e cada uma delas tem um nome e um significado (como Terra, agua,

trovao).

FIGURA 1- Representagdo de Yin- Yang.

FONTE: Disponivel em:<http://tacismo.org/modules/smartsection/item.php?itemid=21>.Acesso em:

06 jun. 2019.

Historicamente, os hebreus se assemelham aos chineses pois acreditavam que
determinadas combinag¢des de letras teriam poderes sobre a natureza e tinham a
necessidade de conhecer ¢ dominar tais técnicas. Estas combinagdes, ao contrario do
Yin-Yang dos chineses, eram formadas por vinte e duas letras do alfabeto e acreditava-
se que tinham poderes magicos.

No inicio da Era Crista, essa relagao fechada entre a matematica ¢ a ciéncia mistica
dos hebreus ficou conhecida como Cabala. O significado de Cabala provém dos judeus
e ¢ considerada a alma de todo o sistema judaico de misticismo e meditagdes secretas.
Por conta desse misticismo, ela foi estudada secretamente por séculos, e transmitida
oralmente. Porém, ha evidéncias que matematicos como Georg Cantor (1845- 1918),
Isaac Newton (1643- 1727) ndo sé tinham interesse e estudavam profundamente como
eram considerados cabalisticos.

A relacdo da Cabala com a combinatodria consiste na crenca de que a cada letra do
alfabeto hebraico foi associado um valor numérico e assim, a cada combinagdo era
atribuido um significado.

Além do viés religioso, as combinagdes e o raciocinio combinatorio tornaram-
se fortemente presentes durante conflitos mundiais, desde 100 a. C., pois, havia a
necessidade de que as mensagens enviadas entre as tropas fossem por um meio seguro
e para que nao fossem descobertas pelos adversarios. No entanto, como as palavras

podiam ter significado ou ndo, o tempo para interpretd-las era muito extenso e ainda,
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corria-se o risco de algum estudioso, decifra-la. Deste modo, as permutacdes de letras
tiveram suas primeiras aparigoes. A essa forma de se codificar mensagens, da-se o
nome de criptografia.

A criptografia (palavra derivada do gregokryptos, escondido egraphein— escrita) é
o estudo de técnicas para ocultar qualquer informacao. Julio Cesar (100 a. C. — 44 a.
C.) utilizava o método conhecido como Cifra de César (o nome do método foi dado em
homenagem ao proprio Julio César) para repassar mensagens aos generais. A Figura 2

ilustra como as mensagens eram codificadas.

FIGURA 2 - Cifra de César.
Alfabeto original

Alfabeto cifrado

FONTE: Adaptada de: <http://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EDXIrwwNQ MDA aa9b4 >. Acesso em: 10
nov. 2018.

A ag¢do de uma cifra de César ¢ mover cada letra do alfabeto um numero de vezes
fixo no alfabeto abaixo. Assim, diversas cifras de César podem ser formuladas, basta
variar o niimero de trocas.

Considerando umatrocade trés, a interjei¢ao “EBA” por exemplo, seria representada
pela palavra “HED”. A Cifra de César ¢ um sistema de criptografia muito pratico e nao
foi o tnico modo de criptografar mensagens desenvolvido para suprir as necessidades
de sigilo durante as guerras.

Ja o c6digo Morse, por exemplo, foi criado em 1830 e leva o nome de seu inventor
estadunidense, Samuel Morse (1791- 1872) que também era artista. Trata-se de um
sistema de comunicacdo eletronico que ¢ formado por dois tons sonoros distintos
(representados por pontos, tragcos € espacos). A cada palavra que deseja-se referir, a
representacao varia de acordo com a sonoridade que possui € assim, 0s tracos € pontos
sdo combinados para formar o texto de uma mensagem®.

O Cédigo Morse trata de um sistema de codificacdo seguro e, foi utilizado durante

39 Fonte: Disponivel em: <https://escola.britannica.com.br/levels/fundamental/article/c%C3%B3di-
go-Morse/481963>. Acesso em: 25 mai. 2019.
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muitos anos pois nao dependia do correio para que a mensagem chegasse ao destinatario
como acontecia antes com outros métodos de codificagao.

Uma situagdo como essa,é interpretada no filme “O jogo da imitagdo™*

quando o
governo britanico decide quebrar o codigo quealemaes utilizavam para se comunicarem
comseussubmarinos.Porém, haviam muitas combinagdes que poderiam ser realizadas.
AlanTuring (interpretado no filme pelo ator Benedict Cumberbatch), um matematico
estritamente 16gico tem como objetivo fazer todas as possiveis combinagdes (com
auxilio da tecnologia da época) para descobrira mensagem enviada em apenas
dezoitohoras.
Além destes exemplos, Rosa (1998) apresenta outros ramos da Matematica em que se
tem a necessidade da analise combinatoéria:
A partir de meados do século XVIII, a Analise (;ombinato'ria passou a ser utilizada
em varios ramos da Matematica como Estatistica, Algebra, Probabilidade, Logica, etc.,
e em outras areas do conhecimento humano como Biologia Molecular, Programagao

de Computadores, Economia, Teoria da Programag@o para o Bom Funcionamento da
Empresa, etc. (ROSA, 1998, p. 04).

A compreensdo sobre o movimento historico e l6gico do raciocinio combinatério
assim como as necessidades apresentadas pela humanidade sdo aprofundados em Teza
(2018).

A partir das necessidades apresentadas e agora, nas ultimas décadas a andlise
combinatoria e a probabilidade t€ém seu crédito quando se fala em tecnologia: geracao
de senhas, contas de e-mail, codificagdo de mensagens virtuais utilizando criptografia e
também, identificacdo de usudrios da rede. Considerando essa tecnologia na realidade
dos estudantes, se faz necessario ensina-los, despertando seus motivos e necessidades

sobre o0s conceitos basicos que estio por tras dessa modernidade que os atrai.

SITUACAO DESENCADEADORA DE APRENDIZAGEM

Quando se fala em atividade no cotidiano escolar, logo se pensa em uma tarefa
encaminhada para o estudante, mas a compreensdo do termo atividade tem outra
conotacdo quando sao adotados os referenciais teoricos da Teoria Historico-Cultural e
Atividade Orientadora de Ensino.

Atividade sera compreendida segundo os pressupostos teoricos de Leontiev (1978)

40 O filme “Jogo da imitacao” foi langado em 5 de fevereiro de 2015. Direcdo de: Morten Tyldum.
Género: Biografia, Drama. Nacionalidade: EUA, Reino Unido.
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que analisa a atividade tendo em seu fundamento principal o cardter ontoldgico do
trabalho. E o trabalho que permite ao ser humano ter as condig¢des objetivas de se
humanizar, por meio da transformagao da natureza para seu proveito. Deste modo, o
sujeito € capaz de realizar a construcdo de objetos/instrumentos e de procedimentos que
sao apropriados pelos seres humanos, com a intengdo de possuir condi¢cdes materiais
e espirituais com vistas de saciar as suas necessidades, ou seja, € a partir da atividade
que se explica o processo de mediagado entre o homem e a realidade.
Assim, de maneira geral, Leontiev trata de atividade como unidade de analise do
psiquismo humano e, ¢ de forma especifica que trabalha-se com a atividade de ensino.
De acordo Moretti (2009) a atividade ¢ despertada por um motivo e este mobiliza o
sujeito a executar agdes que possibilitam a satisfagdo de suas necessidades.
Deste modo, uma ag¢do s6 se constitui em atividade quando cria no sujeito
a necessidade de realizéd-la e o seu motivo coincide com o objeto. A atividade do
professor se constitui em atividade de ensino quando este tem a necessidade de ensinar
e organizar o ensino a fim de facilitar e mediar a aprendizagem dos seus estudantes. E
nesse sentido que Moura e outros (2010) propde a Atividade Orientadora de Ensino.
A situacao desencadeadora de aprendizagem aparece como um elemento da Atividade
Orientadora de Ensino. De acordo com os autores,
Na AOE, ambos, professor e aluno, s@o sujeitos em atividade e como sujeitos se
constituem como individuos portadores de conhecimentos, valores e afetividade
que estardo presentes no modo como realizardo as agdes que t€ém por objetivo um
conhecimento de qualidade nova. Tomar consciéncia de que sujeitos em atividade sdo
individuos ¢ primordial para considerar a Atividade Orientadora de Ensino como um

processo de aproximagdo constante do objeto: o conhecimento de qualidade nova. A
atividade assim, s pode ser orientadora. (MOURA et al; 2010, p. 218).

Nesse sentido, a AOE deve propiciar o aparecimento do motivo para desencadear
a aprendizagem e assim, o sujeito se apropria do conceito. Deste modo, a situacao
desencadeadora de aprendizagem exige do professor uma organizag¢do do ensino que
apresente a importancia historica do conceito e também, sobre como ele se desenvolveu
logicamente, ou seja, como forma de pensamento.

De acordo com Moura (2017) ha diversos modos de se desencadear o processo
de aprendizagem. A historia virtual do conceito ¢ um desses processos e além dela,
ha outras situacdes desencadeadoras de aprendizagem que colocam os estudantes
presentes nas situagdes. Estas situagdes sdo caracterizadas pelos jogos e pelas situagdes

do cotidiano. Segundo Moura (2017, p. 94), é a compreensao do desenvolvimento
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do historico-logico do conceito que, desse modo, podera propiciar a colocagdo do
problema de aprendizagem do aluno tendo como fonte tanto a histdria quanto situagdes
de jogo ou aquelas emergentes do cotidiano.

Assim, o objeto da atividade pedagogica ¢ a transformacdo dos estudantes no
processo de apropriacao dos conhecimentos e saberes; por meio dessa atividade € que
se materializa a necessidade humana de se apropriar dos bens culturais.

Considerando as opgdes que se t€ém para propor uma situagao desencadeadora de
aprendizagem, seja ela qual for, o essencial € que a situagdo contribua para o estudante
entender sua origem como processo provindo das necessidades humanas e que,
considerando o desenvolvimento histdrico e 16gico ha a producao de ferramentas que

serdo aplicaveis em situacdes semelhantes.

A RELACAO ENTRE SENHAS E ANALISE COMBINATORIA

Nesta proposta de ensino pretende-se abordar o conteudo matematico de
combinatodria articulado ao uso de senhas. As senhas sdo utilizadas para entrar em
e-mails, jogos online, servigos bancérios dentre outras inimeras aplicagdes. Seja para
realizar compras na internet, consultar saldo bancario, desbloquear o telefone celular
ou simplesmente para entrar em um condominio.

Considerando essa realidade, ha a necessidade de se considerar o outro lado que a
tecnologia também dispde: métodos de hackear senhas sdo cada vez mais utilizados.
Pensando nisso, diversos sites disponibilizam para um novo usudrio, um sistema que
capta o nivel de dificuldade de ser descoberta uma determinada senha*'. Senhas com
apenas letras mintisculas sdo consideradas “fracas” em relagao a senhas que contenham
caracteres como numeros, letras maitsculas e minusculas ao mesmo tempo.

As maquinas precisam ser programadas para indicar o nivel de dificuldade de
uma senha. Sendo assim, para uma compreensdo da programagdo dessas maquinas
¢ necessario dominar alguns contetidos matematicos como Analise Combinatdria e
Probabilidade.

A necessidade de se estabelecer métodos de contagem dos objetos de um
determinado grupo ou conjunto, podendo repeti-los ou ndo, podem ser observadas ja
na obra intitulada Lilavati, de Bhaskara (1114-1185). Conforme Souza (2010), nesta

obra a ideia de combinatoria € apresentada mais de uma vez

41 Por exemplo, como no site http:/new.safernet.org.br. Acesso em 06 jun. 2019.
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Nesse movimento envolvendo Bhéskara, nota-se que a necessidade de possuir um
raciocinio combinatério estava indo muito além do que resolver apenas um problema
cotidiano. Generalizagdes comecaram a ser realizadas uma vez que situacdes parecidas
comegaram a se repetir € podiam ser solucionadas de uma forma muito semelhante, e
assim surgiu a necessidade das formulas.

De forma cientifica, Pierre Fermat (1601- 1665) e Blaise Pascal (1623-1662) deram
o ponto de partida para o desenvolvimento da Teoria das Probabilidades tamanha
necessidade do raciocinio combinatorio para serem solucionadas. Por anos eles
passaram a trocar cartas para discutirem sobre novas descobertas e curiosidades que
haviam feito e assim, foram dando inicio ao calculo combinatorio.

Na sequéncia, diversos matematicos viciados em jogos, como Girolamo Cardano
(1501- 1576), Jakob Bernoulli (1654- 1705), Euler (1707- 1783) foram também,
contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio combinatério através das
conclusdes que comecaram a ter sobre o vicio nas cartas. Nota-se nesse especifico
momento da historia que abrange pelo menos 200 anos, o quanto vencer um jogo
tornou-se necessidade humana, sendo o desencadeador de conhecimentos.

Entende-se que para a compreensao de probabilidade, ¢ necessaria a formalizagao
de conceitos de andlise combinatéria e € nesse contexto, que foi realizado o estudo
aprofundado acerca do raciocinio combinatorio. Sendo assim, este ultimo pode ser
compreendido de diversas maneiras. Pessoa (2009) entende que:

[...] a andlise combinatoria ¢ a parte da matematica que estuda os agrupamentos a partir
de alguns critérios; a combinatoria ¢ o assunto referente a esta parte da Matematica e
que esta diretamente relacionada com os problemas de produto cartesiano, permutagao,

arranjo e combinagdo; o raciocinio combinatério ¢ a forma de pensar referente a
combinatoria [...]. (PESSOA, 2009, p. 72).

Para a elaboragcdo dessa proposta de ensino, foram estudados o movimento
historico e logico ja apresentado, assim como as relacdes que o mesmo estabelece
com probabilidade, e também, foi estudado como esses contetidos sdo propostos em
documentos oficiais.

O contetido de combinatoria tem presenca em anos iniciais do ensino fundamental
quando trata-se de combinagdes de roupas, cardapios, etc. No entanto, a proposta aqui
apresentada visa os anos finais do ensino fundamental. Por esse motivo a Tabela 1 a
seguir, mostra como a combinatoria e a probabilidade estdo sendo propostas na BNCC
(BRASIL, 2018) para os anos finais do ensino fundamental.
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TABELA 1- Probabilidade e combinatoria na BNCC.

m OBJETOS DE CONHECIMENTO HABILIDADES

Célculo de probabilidade como arazao en- (EFO6MA30) Calcular a probabilidade
tre o numero de resultados favoraveis e o de um evento aleatério, expressando-
total de resultados possiveis em um espa- -a por nimero racional (forma fracio-
¢o amostral equiprovavel. naria, decimal e percentual) e compa-

6° Célculo de probabilidade por meio de mui- far esse nimero com a probabilidade
tas repeticoes de um experimento (frequ- obtida. por meio de experimentos
éncias de ocorréncias e probabilidade fre- SUCESSIVOS.
quentista).

Experimentos aleatérios: espaco amostral (EFO7MA34) Planejar e realizar experi-

e estimativa de probabilidade por meio de mentos aleatérios ou simulagdes que

frequéncia de ocorréncias envolvem célculo de probabilidades
ou estimativas por meio de frequén-
cia de ocorréncias.

70

Principio multiplicativo da contagem. (EFO8MA22) Calcular a probabilidade

Soma das probabilidades de todos os ele- de eventos, com base na construcao

mentos de um espago amostral do espago amostral, utilizando o prin-
cipio multiplicativo, e reconhecer que
a soma das probabilidades de todos
os elementos do espago amostral é
iguala 1.

80

Anadlise de probabilidade de eventos ale- (EFO9MA20) Reconhecer, em experi-
atorios: eventos dependentes e indepen- mentos aleatérios, eventos indepen-
9° dentes dentes e dependentes e calcular a
probabilidade de sua ocorréncia, nos
dois casos.

FONTE: Organizado pelas autoras (2019), a partir de BRASIL (2018)

No sexto ano notou-se a combinatéria na Unidade Temadtica denominada
‘Probabilidade e estatistica’. Para esse ano de ensino, a combinatéria aparece de forma
timida uma vez que se espera que o estudante saiba realizar o célculo de probabilidades
de um determinado evento, calcular a razdo entre os resultados favoraveis e os
resultados possiveis e, calcular a probabilidade através de experimentos sucessivos.
Ou seja, a combinatéria ndo se apresenta como conteudo por si sd; aparece como
coadjuvante no ensino de probabilidade.

No sétimo ano a andlise ¢ similar ao sexto ano ja que, a combinatdria aparece
entre conceitos de probabilidade quando pede-se para o estudante determinar o espaco

amostral de um evento. Neste ano ainda, espera-se que o estudante saiba realizar e
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planejar experimentos envolvendo a probabilidade.

No oitavo ano, dentro da Unidade Tematica ‘Numeros’, de acordo com Brasil (2018,
p. 311), espera-se que o estudante seja capaz de “Resolver e elaborar problemas de
contagem cuja resolug¢do envolva a aplicagdo do principio multiplicativo.” e também,
segundo Brasil (2018, p. 313) “Calcular a probabilidade de eventos, com base na
construgdo do espago amostral, utilizando o principio multiplicativo, e reconhecer que
a soma das probabilidades de todos os elementos do espaco amostral ¢ igual a 1.”.

No ultimo ano do ensino fundamental, a estatistica mostra-se presente no
reconhecimento e céalculo de eventos dependentes e independentes, mas a analise
combinatoria ¢ deixada de lado.

A probabilidade ¢ vista como ramo matematico que trabalha de forma indireta
conceitos de combinatodria (por exemplo, na contagem de elementos para formagao
de um espago amostral). Além disso, ha também a constatacao de que esse ensino nao
deve ser realizado com foco na aplicagao de formulas. Assim, considerando a analise
do que vem sendo exigido pela BNCC para o ensino nas escolas durante os anos finais
do ensino fundamental, e a realidade tecnoldgica que os estudantes estdo imersos,
sugere-se a seguinte proposta de ensino envolvendo a probabilidade e a combinatoria
onde os estudantes possam fazer investigagdes e fazer simulagdes envolvendo
probabilidade; bem como conversar acerca de seus resultados e experiéncias para

prever acontecimentos e modelar situagdes.

DESCRICAO DA PROPOSTA DE ENSINO

» Conteudo: Analise Combinatdria (espaco amostral através de tabelas, arvore
de possibilidades, arranjo simples, arranjo com repeti¢do, arranjo condicional)
e Probabilidade (Experimento aleatdrio, possibilidades de eventos possiveis e

impossiveis).

= Objetivo Geral: Aprofundar os conhecimentos acerca de analise combinato-

ria e probabilidade a partir de uma situacdo desencadeadora de aprendizagem.
» Objetivo especifico:

» Retomar conceitos de combinatdria e probabilidade apropriados duran-

tes 0s anos escolares.
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» Determinar o espaco amostral a partir de um experimento e relaciona-lo

com probabilidade.

» Compreender as relagdes que existem entre andlise combinatoria e pro-

babilidade em uma situacao problema.
= Duracio: 4 horas/aulas

» Recursos: Lousa, giz, caixa trancada com cadeado com senha de trés digitos e,
uma surpresa dentro da caixa.
» Estratégias:
Nas duas primeiras horas/aulas, o professor precisara:

» Levar para a sala de aula uma caixa trancada com um cadeado que possui uma

senha de trés digitos para ser aberto.

Dica para o professor: note que essa primeira agdo, despertara o interesse dos

estudantes. A partir do momento em que eles tiverem ciéncia que ganhardo o que tem
dentro da caixa, se sentirdo motivados a solucionar o problema proposto. Assim, ao
iniciar a situagdo, aproveite o0 momento para retomar os conceitos historicos e logicos
que fizeram com que o contetido de combinatoria e probabilidade se faga presente
na sala de aula. Relate que a situagdo proposta ¢ uma representacao simplificada de
desvendamento de senhas. Uma outra dica ¢ a recomendacdo para que os estudantes
assistam e comentem o filme ‘O jogo da imitagdo’, verifique se a faixa etdria esta

adequada para esta sugestao.

Os estudantes trabalhardo em grupos de trés membros para desenvolver as proximas

acoes.
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1° ACAO: DESVENDANDO A SENHA ALEATORIAMENTE

» Sugere-se ao professor que nesse primeiro momento, escolha uma senha impar
para o cadeado, mas, que ndo repasse essa informagado aos estudantes. Ha nessa
primeira acdo a possibilidade de registrar com os estudantes que trata-se de um

experimento aleatdrio, ou seja, a escolha da senha do cadeado pode ser feita e

refeita varias vezes e, em cada uma das vezes ¢ possivel fazer o estudo das possi-
bilidades para a senha correta. Instigue-os a descobrirem a senha do cadeado para
que conquistem o que tem dentro da caixa. Apenas oriente que a senha ¢ consti-

tuida por trés digitos (de 0 a 9) e que os mesmos, podem aparecer repetidamente.

Professor: observe as diversas maneiras que os estudantes se organizam para
descobrir a senha. Se utilizam tabelas, arvore de possibilidades, etc. Aproveite o

momento para explicar o que é o espago amostral.

Inicie explicando espago amostral como um conjunto que se estabelece por
todos os possiveis resultados de um experimento. No caso da senha do cadeado,
pode-se ter resultados como 123, 234, 432, 444. Esses elementos fazem parte do

espaco amostral das possiveis senhas do cadeado.
» Solicite entdo que cada grupo faca uma aposta em uma possivel senha.

Professor: analise com os estudantes a possibilidade de a senha ser a correta
dentre todas as possibilidades que se tem a partir do espaco amostral ja
organizado. Veja na tabela a seguir uma possivel organizacao que os alunos

podem vir a realizar para o espaco amostral.

TABELA 2 - Possivel organizagdo de parte do espago amostral.

000 100 200 300
001 101 201 302
002 102 202 302
003 102 203 303

FONTE: A autora (2019).

Na sequéncia ¢ possivel orienta-los a apostar em cinco possiveis senhas e solicitar

que calculem a probabilidade destas senhas escolhidas, serem a senha que abra o

cadeado. Note que os principios de probabilidade estao sendo construidos aos poucos

com os estudantes.
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Para finalizar esta acdo, desvende a senha que abre o cadeado fazendo com que os

estudantes observem as hipoteses formuladas e as possibilidades apresentadas.

22. ACAO: DESVENDANDO A SENHA A PARTIR DE ALGUMAS
INFORMACOES

Neste momento, o professor deve escolher uma nova senha para o cadeado e:

» Informar aos estudantes que a senha que abre o cadeado ¢ um ntimero par. Oriente
os estudantes a calcular novamente as probabilidades das cinco senhas que foram

apostadas anteriormente, de nesse segundo momento, serem a senha correta.
Professor: Aproveite o momento para diferenciar com os estudantes:

» O arranjo simples: (onde ndo ocorre a repeti¢ao de qualquer elemento) de arranjo

com repeticao, onde todos os elementos podem aparecer repetidamente. Destaque
que a ordem em que os elementos sao colocados ¢ importante, e isso diferencia

o0 arranjo da combinagdo.

Além disso, oriente os estudantes a perceberem que o espaco amostral diminui
consideravelmente a partir da informagdo que a senha ¢ um numero par. E que, a
probabilidade de acerto da senha se torna maior para a equipe que apostou em alguma

senha par e, torna-se nula para a senha impar. Ou seja, pode-se trabalhar a ideia de:

» Evento certo: Quando a probabilidade de acerto ¢ de 100%, ou seja, quando o
evento ¢ igual ao espago amostral. Nessa situacdo, ndo se tem um evento certo,

devido ao tamanho do espago amostral disponivel para a senha correta.

» Evento impossivel: Quando um evento ¢ igual ao conjunto vazio. Nesse caso, da

senha par, um evento impossivel seria alguma equipe com a senha impar acer-

tar a senha.

Ainda nesse momento, pode-se explicar o que ¢ um arranjo condicional (que ha

uma condi¢do a ser satisfeita. Nesse caso, ¢ necessario que a senha termine em 0, 2,
4, 6 ou 8).

= Se nenhuma equipe acertar a senha, vencera a equipe que mais se aproximar da

senha que abre o cadeado.
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32 ACAO: CRIANDO E DESVENDANDO SENHAS ENTRE
GRUPQOS DE ESTUDANTES

» Agora ¢ a vez dos grupos de estudantes elaborarem uma possivel senha para que

as outras equipes tentem desvenda-las.

Professor: atente-se as discussdes dos alunos de quais estratégias os mesmos irao
escolher para elaborar a senha. Se vao optar por repetir nimeros ou nao. Se preferirdo

elaborar uma senha par ou impar.

= Sendo ocorrer o acerto, apds algumas tentativas, sera necessario que cada equipe

fornega uma dica para auxiliar as demais equipes.

Professor: Analise cada decisdo que as equipes tomarem para auxiliar a adivinhagao
da senha por parte das outras equipes. Peca aos estudantes que fagam registros. Note se
os estudantes fardo referéncia ao tamanho do espago amostral e se levardo em conta que

as possibilidades podem ser maiores ou menores de acordo com a dica que fornecerem.

» Disponibilizar mais tempo para que os estudantes tentem adivinhar a senha das
outras equipes e, apoOs algumas tentativas, solicitar que as equipes desvendem as

senhas escolhidas e analisem qual equipe mais se aproximou da senha correta.

Professor: nesse momento, pode-se indagar os estudantes sobre o que eles poderiam
fazer para dificultar e/ou facilitar a adivinha¢do da senha.

E possivel ainda, questiona-los sobre o que aconteceria se pudessem ser colocadas
letras junto com esses trés algarismos que compdem a senha (espera-se que os estudantes
notem que o espaco amostral aumenta consideravelmente ou seja, a dificuldade de se

adivinhar a senha, torna-se ainda maior).

42 ACAO: SISTEMATIZACAO DE CONCEITOS

» Apos a situagdo, o professor poderd utilizar-se de algumas horas/aula para reto-

mar os conceitos de combinatdria e probabilidade que os estudantes utilizaram.

» Deverdo ser retomados os conceitos de como sdo determinadas todas as opgoes
possiveis de resultado em um experimento (espago amostral) e, também, como
sdo escolhidas as opgdes cabiveis ao problema proposto e qual a chance do resul-

tado ser satisfatorio (probabilidade).
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= AVALIACAO

O processo avaliativo pode ocorrer de forma continua durante o desenvolvimento
das acdes. Sugere-se analisar o quanto os alunos se sentiram motivados a partir da
situacdo desencadeadora de aprendizagem; analisar a participacdo dos alunos durante
as diversas a¢des que foram propostas durante a situagdo, assim como notar as relagdes
que os mesmos sao capazes de fazer envolvendo combinatdria e probabilidade.

E interessante também solicitar aos estudantes que fagam registros escritos de
suas tentativas de descobrir a senha e quantificar as possibilidades de encontrar cada
uma delas. Nestes registros podem ser encontradas formas ndo usuais de organizar
a quantidade de combinagdes possiveis, ou as possibilidades de uma determinada
senha. Por outro lado, mesmo neste momento o professor pode verificar o quanto os
estudantes se apropriaram de formas como ‘arvore de possibilidades’ ou tabelas para
o registro de suas respostas.

Também ¢ possivel que o professor avalie como os estudantes estao desenvolvendo
os calculos de probabilidades, se ¢ sob forma de fragdes, em nimeros decimais ou em

porcentagens.

CONSIDERACOES FINAIS

Escolher uma situa¢do de ensino para apresentar a uma turma de estudantes
nem sempre ¢ tarefa simples. Muitas varidveis precisam ser consideradas como
caracteristicas da turma, as condi¢des no momento da intervengdo, o conhecimento
matematico que se pretende abordar, entre outros. Considerando estes elementos, a
proposta de ensino aqui apresentada pretendeu, abordar nog¢des iniciais de analise
combinatoria e probabilidade. Tais contetidos estdo presentes no documento curricular
oficial mais recente: a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Esse documento
homologado no ano de 2018, indica o ensino de combinatoria e probabilidade para
todos os anos finais do ensino fundamental, além da indicacdo do ensino para os anos
iniciais do ensino fundamental e, também, a continuidade e aprofundamento desse
ensino durante o ensino médio.

Além de reconhecer a presenga deste contetido na BNCC, considerou-se também
para a elaboracdo da proposta de ensino os conceitos da Atividade Orientadora
de Ensino em particular, o estudo do movimento historico e 16gico do raciocinio

combinatorio considerando que esta compreensdo possibilita que se reconhegam
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as necessidades humanas que geraram os conceitos matematicos, neste caso o0s
relacionados a combinatoria e probabilidade.

Assim, a situagdo proposta visa relacionar os contetidos de combinatoria e
probabilidade desencadeando nos estudantes a necessidade de apropriacdo dos
conceitos e consequentemente o processo de aprendizagem, considerando fundamental
o papel intencional do professor.

Procurou-se estabelecer no desenvolvimento da proposta sugestdes de acdes
ao professor que podem e devem ser adequadas as condigdes do ensino em que se
encontra. Cada uma destas a¢des estd associada a um objetivo de ensino.

Espera-se que ao apresentar o tema ‘senhas’ como desencadeador do processo de
aprendizagem e intencionalmente organizar acdes de ensino, possam ser oferecidas
aos estudantes mais possibilidades de apropriagao dos conceitos de combinatoria e
probabilidade.
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Capitulo 7

A MODELAGEM MATEMATICA NO ENSINO-
APRENDIZAGEM: UMA PROPOSTA DE ENSINO
PARA GRANDEZAS E MEDIDAS NOS 82 E 92 ANOS
DO ENSINO FUNDAMENTAL

Lilian Milena Ramos Eduardo Francisco de Edson Rodrigues
Carvalho Oliveira Carvalho
INTRODUCAO

Neste capitulo, uma proposta de ensino que favoreca o aprendizado da unidade
tematica grandezas e medidas, entre outras, nos anos finais do ensino fundamental,
¢ apresentada. A justificativa para esta proposta esta relacionada com os resultados
em relacao ao aprendizado de matematica dos estudantes do Ensino Basico em nosso
pais e a necessidade de buscar alternativas para auxiliar os professores que militam no
ensino basico a enfrentarem o desafio de alterar esta situacdo. De fato, as estatisticas*?
mostram que mais da metade dos estudantes nao aprende o adequado no quinto ano do
ensino fundamental e a cada 100 jovens que concluem o terceiro ano do ensino médio,
apenas 9, tem aprendizado adequado em Matematica.

Os o6rgaos responsaveis pelos destinos da educagao em nosso pais, conscientes do
fraco desempenho de nossos estudantes, t€m atuado no sentido de sugerir um caminho
para a melhoria do ensino. J4 ndo era sem tempo, pois os resultados do Indice de
Desenvolvimento da Educagdo Basica (Ideb), de 2005 a 2017, nos mostram, para
os anos iniciais do ensino fundamental, anos finais do ensino fundamental e ensino
médio, para as redes de ensino do pais, um quadro preocupante. Na verdade, a unica

excecao nos trés niveis de ensino, esta, surpreendentemente, nos anos iniciais, onde

42 Disponivel em: https://www.todospelaecducacao.org.br/pag/cenarios-da-educacao. Acesso em: 03
mar. 2019.
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o Ideb superou a meta prevista para 2017. Digo surpreendentemente, porque se a
matematica contribuiu decisivamente para este resultado, entdo, por que em niveis
superiores houve um declinio assustador neste indicador? A Tabela 1, abaixo, mostra

os indices de 2005 a 2017, incluindo a meta para 2017 nos trés niveis.

Tabela 1-Anos iniciais, finais e ensino médio, respectivamente.

2005 2007|2009 Jao11Lao13 Jao15 |2017 | memiaoi7 |
38 4,2 4,6 5,0 52 55 58 55
3,5 38 4,0 4,1 4,2 4,5 4,7 5,0
34 3,5 3,6 3,7 3,7 3,7 3,8 4,7

Fonte: http://portal.inep.gov.br/web/guest/educacao-basica/ideb/resultados

De acordo com o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais (Inep),
estes indicadores permitem uma avaliacdo mais fundamentada das escolas e dos
sistemas educacionais. As metas projetadas para 2021 sdo, respectivamente, 6,0, 5,5 ¢
5,2, anos iniciais do ensino fundamental, anos finais do ensino fundamental e ensino
médio. Se olharmos as taxas médias de varia¢ao para os trés niveis, estas projegoes so
podem ser atingidas para os anos iniciais.

Demo (2017), analisando os resultados do Ideb, afirma:

Chama mais ateng@o no Brasil a decadéncia da matematica (no ensino médio parece em
extingdo!), tocada pelo licenciado, bem como o fato surpreendente de que a matematica
que tem alguma chance na escola ¢ a do pedagogo nos anos iniciais, logo quem em geral
¢ visto como foragido de matematica. O que teria este que aquele ndo tem? Podemos
especular em torno disso, enquanto ndo resolvemos mais detidamente via pesquisas
direcionadas. Provavelmente, o pedagogo trabalha a matematica mais proxima do
cotidiano (aquela que todos praticam, como contar dinheiro e dar troco, lidar com
quantidades da vida real, etc.), enquanto o licenciado trabalha matematica mais abstrata,
formal, modelar; ndo fosse um exagero, diriamos que o primeiro cuida da matematica
do senso comum, enquanto o segundo da matematica “cientifica”... Nao é bem assim,

naturalmente, porque o pedagogo pode também ser bom matematico, enquanto os dados
insinuam que o licenciado é caprichosamente inepto.

Viana (2016), atual diretor do IMPA, em entrevista a Folha de Sdo Paulo na se¢do
Ciéncia, manifestou-se a respeito do ensino de matematica no Brasil, chamando-o
de catastréfico. Segundo ele, “o Brasil patina na educacdo bdsica e a formacao
de professores nas licenciaturas € catastrofica. As criangcas nascem gostando de
matematica. Os professores ¢ que se encarregam de acabar com isso”.

Salvo melhor juizo, ainda Viana (2016), chama a aten¢do para a formagao inicial
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do professor de matematica relacionando-a com o fraco desempenho dos alunos na
educagao basica. Este, de fato, ¢ um parametro que ndo pode ser desprezado, levando-
se em conta o papel que o professor do ensino basico desempenha na formagao
daqueles em que o pais deposita as maiores esperancas.

No cenario nacional, os resultados do aprendizado em matematica revelam que
55% das criangas de 8 a 9 anos ndo sabem ler e, destas, apenas 18,2% sabem alguma
matematica no final do ensino fundamental. Como se nao bastasse isso, 92,7% dos
alunos que concluem o ensino médio nao apresentam um conhecimento matematico
compativel com o nivel de escolaridade. Isto significa que a defasagem entre o que o
aluno deveria saber de matematica e o que efetivamente sabe ¢ muito alta, segundo os
critérios estabelecidos pelo Ideb.

Tendo em vista a necessidade premente de mudangas, ndo s6é da politica
educacional, mas também do conjunto de aprendizagens essenciais que os alunos
precisam desenvolver ao longo do ensino bdsico para adequarem-se aos novos
tempos, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2017), nos dizeres do entdao
Ministro da Educagao, Mendonga Filho, veio para implantar uma politica educacional
articulada e integrada tendo como protagonistas desta transformagdo as redes de
ensino e os professores. Além disso, apresenta de forma clara e objetiva um conjunto
de aprendizagens essenciais e indispensaveis a todos os estudantes, constituindo
uma referéncia nacional obrigatdria para a elaboracdo ou adequagdo dos curriculos e
propostas pedagdgicas das institui¢cdes escolares publicas e privadas. No contexto do
compromisso com a educac¢do integral, a BNCC afirma que: No novo cenario mundial,
reconhecer-se em seu contexto historico e cultural, comunicar-se, ser criativo, analitico-
critico, participativo, aberto ao novo, colaborativo, resiliente, produtivo e responsavel
requer muito mais do que o acumulo de informacdes. Requer o desenvolvimento de
competéncias para aprender a aprender, saber lidar com as informacgdes cada vez mais
disponiveis, atuar com discernimento e responsabilidade nos contextos das culturas
digitais, aplicar conhecimentos para resolver problemas, ter autonomia para tomar
decisodes, ser proativo para identificar os dados de uma situagdo e buscar solugdes,
conviver e aprender com as diferengas e as diversidades.

Em particular, com relagdo a matematica no ensino fundamental - anos finais, a
BNCC afirma que:

Cumpre também considerar que, para a aprendizagem de certo conceito ou procedimento,
¢ fundamental haver um contexto significativo para os alunos, ndo necessariamente
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do cotidiano, mas também de outras areas do conhecimento e da propria historia da
matematica. No entanto, ¢ necessario que eles desenvolvam a capacidade de abstrair
o conceito, apreendendo relagdes e significados, para aplica-los em outros contextos.
Para favorecer esta abstragdo, ¢ importante que os alunos reelaborem os problemas
propostos apos os terem resolvidos. Por esse motivo, nas diversas habilidades relativas a
resolugdo de problemas, consta também a elaboragao de problemas. Assim, pretende-se
que os alunos formulem novos problemas, baseando-se na reflexdo e no questionamento
sobre o que ocorreria se alguma condig¢@o fosse modificada ou se algum dado fosse
acrescentado ou retirado do problema proposto (BNCC, 2017, p. 299).

E neste cenario desafiador que incitamos os professores de matemética do ensino
basico para realizarem uma real reflexdo dos seus fazeres pedagogicos, olharem a forma
como estdao desenvolvendo os seus trabalhos e analisarem os resultados alcangados.
Uma forma de iniciar este processo seria perguntando a si mesmo: Como tornar as
aulas de matematica atrativas para que os estudantes possam realmente se interessar
em aprender matematica? Na literatura, existem muitas metodologias de ensino que
poderiam ser utilizadas com sucesso, dependendo da criatividade, esforco e desejo do
professor de construir o seu conhecimento e permitir que seus alunos possam construir
0 seu.

Assim, a luz da BNCC, o objetivo deste capitulo, dirigido ao personagem que esta
diretamente envolvido neste contexto, que € o professor de matematica do ensino
basico, ¢ utilizar a modelagem matematica como uma metodologia de ensino na
elaboracdo de uma proposta de ensino que favorega o aprendizado de grandezas
e medidas e outras unidades tematicas para os anos finais do ensino fundamental.
Esperamos que esta contribui¢do possa servir como modelo aos professores do ensino

basico de modo que possam melhorar a aprendizagem de matematica em suas escolas.

REFERENCIAL TEORICO

Os dados apresentados na introducdo deste capitulo apontam que ha necessidade
urgente de se buscar alternativas para a melhoria do ensino de matematica no nivel
basico. Uma das alternativas, mas também certamente nao a nica, ¢ atacar a formagao
continuada de professores. Estes precisam estar em sintonia com as mudangas sociais
que ocorrem em grande velocidade, de modo que suas agdes nas escolas precisam
transcender o lugar comum, isto €, buscarem formas de estabelecer relagdes entre
o conteudo previsto e a forma como este se acomoda no mundo real. Isto significa

que o professor precisa estar constantemente atualizando seu conhecimento geral, que
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pode ser obtido por meio de formagdes continuadas a serem propiciadas, de alguma
forma, pelo estado. Embora pareca que a formagdo continuada esteja desvinculada da
formacao inicial, ambas estao acopladas pelo conhecimento necessario que o professor
de matematica precisa ter para exercer com seguranga e eficiéncia o seu trabalho. De
fato, conforme argumenta Sandes e Moreira (2018), o professor de matematica nao
¢ bem preparado em sua formagao inicial, sobretudo no que diz respeito a Educagao
Matematica, no sentido de conseguir realizar um trabalho de qualidade em sala de aula
e “[...Jconsequentemente, a formacao desses estudantes, possivelmente, serd precaria
€ representard pouco para sua constitui¢do como sujeito capaz de utilizar, na pratica,
esses ensinamentos adquiridos no ambiente escolar. (SANDES e MOREIRA 2018,
p. 101).

O curso de licenciatura de acordo com Giraldo (2017), na verdade ¢ fragmento de
um curso de bacharelado, ou seja, retiram-se algumas disciplinas e acrescenta outras
que sdo voltadas para a pratica pedagogica. Na verdade, a formagao inicial ndo prepara
o professor para a realidade de uma sala de aula, ndo da o subsidio necessario para que
este profissional obtenha €xito em suas praticas pedagdgicas.

Essa perspectiva baseia-se em premissas sobre aquilo que o professor nao precisa
saber, desconsidera os conhecimentos necessarios para a sala de aula, e desqualifica o
ensino de matematica na escola basica como uma atividade profissional com praticas,
recursos e saberes proprios. Busca-se, em lugar disso, construir uma identidade propria
para os cursos de Licenciatura de Matematica, que leve em conta as necessidades que
emergem da futura pratica docente. (NACARATO. et. al. 2019)

Conforme destaca D’ Ambrosio (2001, p.15), “O grande desafio que n6s, educadores
matematicos, encontramos ¢ tornar a matematica interessante, isto €, atrativa;
relevante, isto ¢, util; e atual, isto ¢, integrada no mundo de hoje”. Para isto, existe a
real necessidade em rever os métodos de ensino utilizados atualmente, contextualizar
mais as aulas de matematica e dar sentido ao porque de estudar tais contetidos.

[...] ainsatisfagdo revela que ha problemas a serem enfrentados, tais como a necessidade
de reverter um ensino centrado em procedimentos mecanicos, desprovidos de
significados para o aluno. Ha urgéncia em reformular objetivos, rever conteudos e

buscar metodologias compativeis com a formagdo que hoje a sociedade reclama [...].
(D’AMBROSIO, 1996, p.78).

Nesta linha de pensamento de D’Ambrésio (2001, p.15) ¢ D’AMBROSIO,

(1996, p.78), podemos enumerar trés situacdes importantes que justificam a grande
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preocupacdo com o ensino-aprendizagem de matematica do ensino basico:

» A matematica tornou-se a linguagem de todas as ciéncias que necessitam de
precisdo para conseguir explicar de forma logica o comportamento de qualquer
sistema real. Uma consequéncia disto € que o ensino de matematica necessita

ser revisto ja no ensino basico para atender a esta demanda.

= A matematica, por si s0, ¢ uma ciéncia que para ser compreendida exige neces-
sariamente atencao, dedicacio e persisténcia. Assim, ha a necessidade de

que os professores do ensino basico encontrem mecanismos para superar estas
dificuldades.

» A matematica precisa acompanhar as necessidades da sociedade atual, sujeita
como nunca a grandes mudancas impostas pelo desenvolvimento tecnoldgico
e as interacdes naturais provenientes do crescimento populacional. Isto signi-
fica que ensinar matematica no ensino basico passou a ser um desafio de altas
proporcdes dada a velocidade das transformagdes sociais. Urgentemente, o pro-
fessor do ensino basico precisa acompanhar estas mudangas e buscar meios de
renovar sua forma de ensinar, pois, seu publico alvo j& ndo ¢é estatico e quer par-

ticipar do seu processo de aprendizagem.

Como podemos verificar, com base no exposto até o presente momento, tanto
a formagdo inicial do professor de matematica, quanto a continuada, necessita ser
repensada, visto que os resultados nao estdo aparecendo, o desgosto por essa disciplina
por parte dos estudantes apenas aumentando e os professores em servigo desmotivados,
inclusive com sua profissao.

Burak (2016), no comeco de sua pesquisa, na década de 90, ja relatava alguns
problemas iniciais referente ao despreparo dos professores; na ocasido apontando a
desatualizagdo referente aos conteidos e inovagdes metodologicas nas series iniciais
de 1* a 4* ou de 5% a 8" série onde o profissional tinha pouco interesse pela matematica,
fruto de uma formagdo generalista evidenciando uma formacao inicial deficiente e
ressaltando a falta de um programa de atualizacdo permanente em servigo. Outro
ponto relatado por Burak (2016), neste contexto, se refere aos contetidos transmitidos
aos estudantes de forma descontextualizada, ou seja, sem significado para os mesmos,
gerando assim falta de interesse, pois ndo tinham motivos para estarem estudando o
conteudo em questao.

Com relacdo aos tipos de formacdes continuadas, podemos analisd-las de duas
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maneiras: a formal, organizado por institui¢des especializadas no assunto; € a informal,
esta baseada na troca de conhecimento entre os pares, oriundos de experiéncias praticas
e da interioriza¢do de diferentes saberes (DEMAILLY, 1992). A segunda maneira dd a
possibilidade do sujeito participante de obter novos conhecimentos e analisar e refletir
sobre sua pratica profissional. E o momento no qual se podem construir e ressignificar
conhecimentos, crengas, valores e atitudes sobre a profissao (FERREIRA E SANTOS,
2016).

As formacgdes continuadas na profissio docente devem atender trés tipos de
necessidades: pessoais, profissionais e as organizacionais. As necessidades pessoais
visam atender a necessidade pessoal para a aquisicdo de novos conhecimentos que
elevem o nivel de competéncia e sabedoria. As profissionais, tem como foco atender as
demandas profissionais, individuais ou de grupos. As organizacionais, buscam atender
as demandas institucionais e para além do contexto escolar focando nas demandas da
sociedade em geral (PACHECO; FLORES, 1999).

As concepcoes de formacao continuada nao devem estar atreladas somente as
demandas sociais, € sim propiciar aos professores as condi¢des necessarias para que
possam lidar com a complexidade do ato de educar e de promover a aprendizagem,
especialmente em um contexto de diversidade e de adversidades como o da escola
publica. A formacdo docente como parte integrante de um conjunto maior de
politicas publicas, tendo como objetivo contribuir para a formacdo permanente
desses profissionais, € um dos fatores indispensaveis para uma educagao cidada e
emancipadora. (SANTOS, 2017 p. 28).

Qualquer projeto de formag¢do que esteja comprometido com as mudangas
necessarias devera estar fundamentado em uma concepgao emancipatoria de educagao
que traz em seu cerne a humanizag¢ao. Emancipar significa preparar os individuos para
participar da transformagao da propria civilizagdo, buscando o desenvolvimento de
toda a humanidade. (BRAGA, 2019)

[...] formagdo continuada no campo da Matematica deve colocar os professores em
contato com tendéncias pedagogicas que proporcionem novos fazeres pedagogicos, tais
como: resolucdo de problemas; modelagem matematica; etnomatematica; histéria da
Matematica e investigagcdes matematicas. Nesse sentido, entendemos que necessitamos
de propostas de formagdo que busquem superar a dicotomia entre teoria e pratica,
que reconhegam os professores como trabalhadores que produzem conhecimento.
Nesse contexto, concebemos o professor como protagonista de seu desenvolvimento

profissional e ndo como um sujeito passivo diante de formagdes prescritivas e esvaziadas
de sentido (SANTOS, 2017, p. 35).
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MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matematica pode ser vista inicialmente como uma das ‘ferramentas
metodoldgicas’commuito potencial aserutilizadano ensinodamatematica, estimulando
alunos e professores para um aprendizado significativo. Neste sentido, Bassanezi
(2004), afirma que a aprendizagem desenvolvida por meio de modelagem viabiliza o
processo metodologico, uma vez que esta alia os aspectos ludicos da matematica com
o seu potencial em aplicagdes, possibilitando ao estudante o direcionamento de suas
aptidoes. Ainda, segundo Bassanezi (2004, p. 16), “A modelagem matematica consiste
na arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-
los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real.”

Na visdo de Barbosa (2004, p. 3) “[...] Modelagem, para mim, ¢ um ambiente de
aprendizagem no qual os alunos sdo convidados a problematizar e investigar, por meio
da matematica, situacdes com referéncia na realidade.”, mudando a perspectiva de
aulas tradicional - professor transcrevendo teorias no quadro e estudante copiando e
reproduzindo o que lhe foi transmitido - propiciando uma matematica significativa
para o estudante frente a atualidade.

As atividades de Modelagem sdo consideradas como oportunidades para explorar
os papéis que a matematica desenvolve na sociedade contemporanea. Nem matematica
nem Modelagem sdo “fins”, mas sim “meios” para questionar a realidade vivida. Isso
nao significa que os alunos possam desenvolver complexas andlises sobre a matematica
no mundo social, mas que Modelagem possui o potencial de gerar algum nivel de
critica. (BARBOSA, 2001, p.4).

Para Biembengut e Hein (2019), modelagem matematica ¢ uma arte de formular,
resolver e elaborar expressdes que valham ndo apenas em uma solucdo particular,
mas servindo posteriormente como suporte em outras teorias e aplicagdes. Destacam,
ainda, que entre uma situacao real e a matematica a modelagem ¢ o meio de fazer
ambas interagirem.

Burghes, (1981, ppl13-14), apresenta os principais estadios na modelagem de

problemas reais e os ilustram conforme a Figura 1.
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Problema real Suposicoes e Modelo
é simplificacoes é Matematico

Validacao do Interpretagao Solucéo do
modelo da solugao Problema

Utilizacao do
modelo

Figura 1 - Principais estadios na modelagem de problemas reais.
Fonte: Burghes (1981)

Nesta Figura, o problema relacionado ao mundo real pode ser explicar alguns dados
obtidos por observagao, fazer previsdes ou tomar uma decisdao. Para se conseguir isto ¢
necessario fazer algumas suposi¢des e simplificagdes, definindo variaveis importantes
e as relagdes entre elas. Isto deve levar a formulagdo de um modelo matematico que
seja passivel de ser tratado. A seguir, utilizando técnicas matematicas adequadas,
o problema ¢ resolvido. Apos a solucdo, esta deve ser interpretada em termos do
problema real, de modo que o modelo possa ser validado. Uma vez validado, o modelo
pode ser utilizado para explicar, fazer previsao ou tomar uma decisdo. Como menciona
Burghes (1981), no diagrama, a primeira coluna representa o mundo real, a ultima
coluna, o mundo matematico e a coluna do meio as conexdes entre estes dois mundos.

Assim, ndo importa o tamanho ou a dificuldade do problema, o processo de
interacdo entre uma situacdo do mundo real e 0o mundo matematico ndo muda. De fato,
€ preciso primeiro entender o problema real que temos. Depois, precisamos simplificar
o problema que, em geral possui muitas formas. E esta simplificagdo do problema real
que nos permite compreendé-lo e sermos capazes de formular um modelo matematico

que melhor aproxime aquela situagdo real. Em geral, ndo sabemos exatamente que
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parte da matematica deve ser utilizada para solucionar o problema. Mas, no caso de

uma unidade tematica do ensino basico, a ser apresentada pela primeira vez ou a ser

utilizada na solug¢ao de um problema, a matematica especifica sera 6bvia e o processo

de modelagem matematica deve ser conduzido pelo professor de modo inteligente

a fim de que o estudante possa considerar diferentes alternativas para a solu¢ao do

problema.

Murray, 2012, referindo-se a modelagem matematica na escola, argumenta que:

A modelagem matematica também ¢ um aspecto importante da vida cotidiana, onde
todos ficardo melhores se ficarem confortaveis com ela. Ela faz parte das muitas
facetas da cidadania inteligente. Que tipos de situagdes vocé quer enfatizar na escola?
E tentador usar a modelagem como uma oportunidade para fazer os alunos pensarem
sobre as grandes questdes do nosso tempo: paz mundial, saude, economia ou meio
ambiente. O ponto principal ¢ desenvolver uma disposi¢do e um conforto favoraveis

com a modelagem matematica, pois os grandes problemas geralmente ndo se resolvem
com apenas duas li¢des.

Por outro lado, Ribeiro (2007), Biembengut (1997), Biembengut ¢ Hein (2019),
apresentam as etapas que caracterizam a modelagem matematica, que podem ser

aplicadas no ensino basico. A Figura 2, a seguir, resume estas etapas.

Escolha do tema
gerador

Modelo
Apresentacao (—[ s e (— Matematizagao

Figura 2 - Etapas que caracterizam a modelagem matematica.

Fonte: Adaptado de Ribeiro (2007), Biembengut (1997), Biembengut ¢ Hein (2019).

Definicao da =
é Interacao
questao matriz g

A descri¢do de cada uma das etapas, na visdo dos autores mencionados, é:

= Escolha do Tema Gerador: refere-se ao assunto a ser estudado, deve estar
vinculado ao(s) conteudo(s) aos quais se pretende abordar; este tema devera

encaminhar o préximo passo;

» Definicado da Questido Matriz: elaboracdo de uma questdo que considera o

assunto definido anteriormente. Deverd contemplar o(s) contetido(s) previsto(s)
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no referencial curricular da rede de ensino;

» Interacio: momento no qual o estudante entra em contato com as informagodes
necessarias para responder a questdo matriz, levando em consideracdo aquelas
advindas do professor, do livro didatico, ou de outras fontes. A rigor, ¢ preferi-
vel que o proprio estudante seja o autor dessa busca, ou seja, que as informagdes

sejam obtidas diretamente por ele;

» Matematizacio: esse passo ¢ destinado a sistematizagdo das informacdes levan-
tadas durante a interacao, cabendo ao estudante usar as ferramentas matematicas

essenciais para tal;

= Modelo matematico: espera-se que, neste momento, o estudante tenha elaborado
um modelo matematico (conjunto de expressoes aritméticas, formulas, equagoes
algébricas, representacdes ou programa computacional) que resolva a questao

matriz proposta no inicio do estudo;

» Apresentacio: destinada a exposi¢ao do processo aos colegas de turma, podendo
ser uma explanag¢do no quadro ou com cartazes, por meio de seminario, entre

outros.

Com base nas etapas apresentadas por Ribeiro (2007), Biembengut (1997),
Biembengut e Hein (2019), elaboramos uma proposta de ensino relacionada a tematica
Grandezas e Medidas, conforme prevé a BNCC, 2017, a ser desenvolvida na proxima

secao.

PROPOSTA DE ENSINO: GRANDEZAS E MEDIDAS,
UTILIZANDO A MODELAGEM MATEMATICA

Para introduzir a proposta de ensino aos estudantes, € interessante que o professor
contextualize o estudo de grandezas e medidas apresentando um texto que focalize
uma situagao real. Neste caso, a proposta corresponde a calcular o nimero aproximado
de pessoas que comporta um parque de diversao qualquer, onde ¢ possivel a realizagao
de determinadas festividades.

O roteiro que segue, obedece as etapas de modelagem matematica descritas por
Ribeiro (2007), Biembengut (1997), Biembengut e Hein (2019).
ANO ESCOLAR: Anos finais do ensino fundamental (8° e 9° anos)
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UNIDADES TEMATICAS:

= Qrandezas e Medidas
= Probabilidade e Estatistica

= Algebra
OBJETOS DE CONHECIMENTO:

= Areas de Figuras Planas
» Medidas de Tendéncia Central
» Razdo entre Grandezas de Espécies Diferentes

= Densidade

DELIMITACAO DAS ACOES: Descritas no processo de modelagem matemética
TEMA GERADOR: O assunto que queremos estudar ¢ Dia de festa no Parque.
Embora o tema seja amplo, o objetivo ¢ delimita-lo, no sentido de que estamos
preocupados com o espago disponivel no parque para receber pessoas que participarao,
de alguma forma, de algum evento programado. Em sala de aula, o professor inicia o
processo apresentando o texto abaixo, aos estudantes, com a intengdo de contextualizar

0 tema.

PARQUE DAS NACOES INDIGENAS

O Parque das Nagoes Indigenas ¢ um parque urbano na cidade Campo Grande,
Brasil. Ele tem 119 hectares e oferece infra-estrutura de lazer e esporte as margens
de um lago formado pelas dguas da nascente do corrego Prosa. Dispde de quadras de
esportes, pista de skate, patins e bicicleta, sanitarios, pista para caminhada de quatro
mil metros inteiramente asfaltada, além de diversos parquinhos infantis proximos as
entradas, sendo um deles o primeiro parque infantil adaptado a criangas deficientes no
Estado. Nas entradas do parque pequenas lanchonetes servem os visitantes com agua
de cdco, suco, d4gua mineral, pipoca e lanches. O parque tem policiamento e ¢ vigiado
todas horas do dia por cameras da Policia Militar de Mato Grosso do Sul.

O parque dispde de local para apresentagdes culturais e tem como estruturas
arquitetonicas principais a Concha Actstica Helena Meirelles, o Museu das Culturas

Dom Bosco, o Museu de Arte Contemporanea, e 0 Monumento do Indio ou Monumento
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a Zarabatana, que ¢ uma constru¢ao com aproximadamente 12 metros, localizada no
centro do parque.

Cerca de 70% de sua vegetacdo ¢ formada por gramas e arvores ornamentais
originarias do seu projeto de paisagismo. Uma grande quantidade de espécies de
arvores € preservada, como por exemplo o jenipapo, a mangueira e aaroeira. O corrego
Prosa, que nasce no Parque dos Poderes, corta toda a extensao do parque até formar
um lago que possui uma pequena ilha e, no lado oposto, piers de observacao. As pistas
de caminhada acompanham o entorno do lago e cruzam as aguas do corrego Prosa,
deixando a atividade fisica mais agradavel, especialmente nas épocas mais secas do
ano.

Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Parque_das Na%C3%A7%C3%B5es_Ind%C3%ADge-
nas. Acesso em: 01 ago. 2019.

O préximo passo, apOs a leitura do texto, o professor devera elaborar uma questao
sobre o tema apresentado, de modo que a mesma esteja relacionada com os objetos de
conhecimento que se pretende desenvolver.

QUESTAO MATRIZ: Qual o niimero aproximado de pessoas que comporta o
Parque das Nac¢des Indigenas (na regido destacada em vermelho, Imagem 1 abaixo),

usando como referéncia apenas uma imagem acérea?

Imagem 1 - Parque das Nagdes Indigenas.

Fonte: Adaptado de Google Maps


https://pt.wikipedia.org/wiki/Parque_das_Na%C3%A7%C3%B5es_Ind%C3%ADgenas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Parque_das_Na%C3%A7%C3%B5es_Ind%C3%ADgenas
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INTERACAO: Apds a apresentacio da imagem, é esperado que os estudantes
encarem o desafio de determinar a quantidade aproximada de pessoas no espago
demarcado na imagem.

Para isto, cabe ao professor tragar procedimentos de agdes que deverdo ser seguidas
pelos estudantes visando chegar a solugdo do problema. Por exemplo, o professor
poderia questionar os estudantes, formulando a seguinte pergunta:

Quantas pessoas, em média, cabem em um metro quadrado? Neste caso, o professor
deve sugerir aos estudantes a constru¢cdo de um metro quadrado (feito de papelao, por
exemplo) em sala de aula e fazer as experimentagdes necessarias, conforme mostra a

Imagem 2.

Imagem 2- Exemplificando uma possibilidade.

Fonte: Propria.

Outra maneira de responder a questdo “quantas pessoas cabem em um metro
quadrado?”, seria sugerir aos estudantes que delimitassem uma certa 4rea no patio da
escola e fizessem uma observagdo regular de quantos alunos, em média ocupam este
espaco (na hora do intervalo, por exemplo, verificar a cada 5 minutos a quantidade de
alunos que ocupam este espaco).

Nesta etapa, os estudantes estdo utilizando seus conhecimentos de média aritmética,
relacionado ao objeto de conhecimento “medidas de tendéncia central”, desenvolvendo,
portanto, a habilidade (EFO8MA25), isto ¢, “Obter os valores de medidas de tendéncia
central de uma pesquisa estatistica (média, moda e mediana) com a compreensao de
seus significados e relaciond-los com a dispersdo de dados, indicada pela amplitude”.

O préximo passo, nesta etapa, ¢ determinar uma aproximagao para a area da
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regido destacada na Imagem 1. Para isto, o professor sugerird aos estudantes que
utilizem o software Geogebra (ou outro software equivalente) para apoiar esta fase
do processo de modelagem. Neste caso, o professor deve dominar a utilizacdo deste
software. Em particular, seria importante que o professor utilizasse o software para
treinar os alunos no céalculo de areas de poligonos ndo necessariamente regulares.
Isto porque o professor deverd inserir a imagem regido de interesse no software e
orientar os estudantes em como aproximar a area daquela regido por meio poligonos
irregulares. A partir deste momento, uma vez os estudantes tenham compreendido o
uso do software na determinagao de uma area qualquer, passa-se para proxima etapa,
que ¢ a matematizagao.

MATEMATIZACAO: Uma vez determinada uma aproximagio para a 4rea da
regido em questdo, os estudantes precisam converter esta area aproximada para a

escala mostrada na Figura 3, a seguir.

Figura 3- Parque das Nacdes Indigenas com a area demarca por um poligono.

Fonte: Do autor.

Na Figura 3, podemos observar a existéncia de uma escala na parte inferir direita
que corresponde a 50 metros. No Geogebra, esta mesma distancia corresponde a um
segmento de 0,97 unidades. Inicialmente, construimos um quadrado de lado 0,97
unidades e associamos este quadrado a um quadrado de lado 50 metros. A area do

quadrado delado 0,97 unidades equivale a 0,94 unidades quadradas e consequentemente
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em termos reais esta area corresponde a x =2500 m?. De acordo com o Geogebra a area
aproximada da regido, por meio de poligonos irregulares, ¢ de 7 unidades quadradas.
Assim, para descobrir quantas vezes o quadrado de lado 0,97 unidades cabe dentro
da regiao procurada, basta dividir a area de 7 unidades por 0,94. Assim, o quadrado
menor cabe u = 7,44 vezes na regido procurada. Fazendo as conversdes vemos que a
area procurada ¢ u multiplicado por x, obtendo 18.600 m?.

Observacao 1: O professor devera conduzir este trabalho de modo que os estudantes
consigam desenvolver corretamente os passos relatados acima para chegar no modelo
matematico.

Observacao 2: Nesta etapa, os estudantes estdo utilizando seus conhecimentos da
unidade temdtica grandezas e medidas, relacionado ao objeto de conhecimento areas
de figuras planas, desenvolvendo, portanto, a habilidade (EFOSMA19) Resolver e
elaborar problemas que envolvam medidas de areas de figuras geométricas, utilizando
expressoes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e circulos), em situagdes como
determinar medida de terrenos. Neste caso, os estudantes também estdo utilizando
conhecimentos da unidade tematica algebra, relacionada ao objeto de conhecimento
razdo entre grandezas de espécies diferentes, desenvolvendo a habilidade de
(EFOOMAO7) Resolver problemas que envolvam a razao entre duas grandezas de
espécies diferente, como velocidade e densidade demografica.

MODELO MATEMATICO: A partir da matematizagio, vemos que a solugdo
para o problema proposto recai na multiplicacdo de uma certa quantidade (nimero
de unidades quadradas) por uma area. Portanto, obtemos que a area procurada ¢

u.x = 7,44(2500)=18600 m>.

Retomando a questdo matriz proposta inicialmente, isto ¢, “Qual o nimero
aproximado de pessoas que comporta o Parque das Nagdes Indigenas (na regido
destacada em vermelho, na Imagem 1), usando como referéncia apenas uma imagem
aérea?”, para respondé-la, vamos supor que q seja a quantidade média de pessoas por
metro quadrado. Entdo, o modelo matematico para este problema seria dado por n =

n = (u.x)8q,
em que n ¢ o numero aproximado de pessoas.
Se considerarmos que q = 4 pessoas por metro quadrado ¢ uma estimativa razoavel,

entdo no espaco demarcado na Imagem 1, caberiam aproximadamente, 74.400 pessoas.

APRESENTACAO: Para finalizar este processo ¢ de suma importancia que
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os estudantes fagam uma apresentacdo de todo os procedimentos utilizados para
solucionar a questdo matriz, proposta inicialmente, podendo apresentar para outras

turmas de sua escola e até em alguma feira que a escola participe.

CONSIDERACOES FINAIS

A proposta de ensino apresentada ndo se limita apenas a um ano escolar. Ela pode ser
adaptada a qualquer ano escolar do ensino basico. Em nosso modelo, estamos supondo
que os estudantes ja possuem algum pré-requisito para enfrentar a situacdo proposta.
Entretanto, com algumas modificagdes, € possivel utilizar o mesmo procedimento e a
mesma estratégia de ensino para ensinar algum contetido novo. Como historicamente a
pratica deve levar a perfeicdo, espera-se que com a utilizagao frequente do processo de
modelagem, as unidades tematicas possam ser trabalhadas com mais facilidade e em
um contexto significativo para os estudantes, de modo que seja possivel desenvolver

nos mesmos as habilidades e os objetos de conhecimento previstos na BNCC.
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